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De vele stukken, die nog bij de redactie aanwezig zijn, 
wijzen op een opgewekt wiskundig leven in ons land. Het 
was niet mogelijk alles te verwerken, wat voor plaatsing 
gereed liet. Bij voortduring moet het geduld der inzenders 
worden ingeroepen. 
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svmlotishe bijen op een Oppervlak 


DOOR 


G. LOTTERING, (Viissingen). 


Als een oppervlak wordt voorgesteld door middel van 
drie vergelijkingen met twee parameters 
=—=f(u ©; y=glu,v); 2=hlu,v) 
en men moet de differentiaal-vergelijkingen der asymp- 
totische lijnen opstellen, is men gewoon dit te doen met 
behulp der notaties door GAUSS gegeven. Bedoelde diffe- 
rentiaal-vergelijking is: 
Ddu? + 2D’dudv + Dd? =0. 

Op een mondeling K‚ examen werd een candidaat 
gevraagd de differentiaal-vergelijkingen van de asymp- 
totische lijnen van een bepaald oppervlak af te leiden 
zonder gebruik te maken van dit resultaat. Eenige formulen, 
die de candidaat zonder meer wilde gebruiken, moesten 
ook worden bewezen. 

Hier volgt de uitwerking dezer opgave. 

Het bedoelde oppervlak is: 


L=ud-v | 
yuo? kere an ee 
2u 08 | 
Door een zeker functionaal verband u=op(s), v —=\b(s) 
tusschen w en v aan te nemen, bepaalt men een zekere 
kromme op dat oppervlak; s stelt hier voor de lengte van 
den boog dier kromme. De richtingscosinussen van de 
raaklijn in het punt #, y, z dier kromme zijn 


de dj on d 
ds’ ds ds’ 
Berekenen we deze waarden. 
de ___ du die dv du 


du du ì 
ds — “uds Wd s Ten 


dy Len dv 
ds Suds t Sods 


gd . 
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de _, du, , dze Kp): 
krent dt + ket); 
; dv 
waarin k=S-. 
du 


De vergelijkingen van de raaklijn in het punt #,y,‚z 
worden nu, als &, n, & loopende coördinaten voorstellen, 
Nr ent A ora (2) 
Ik 2(utovk) 3u Ako?) 
Eliminatie van k tusschen deze vergelijkingen geeft: 
buv (£ —@) —3 (u JV) (n—y) +2(E—2)=0, 
zijnde de vergelijking van het raakvlak aan het oppervlak 
in het punt x,y, 2. 
_ Denken we ons nu in dít punt een normaalsnede op dit 
oppervlak gebracht. De richting dezer normaalsnede in 


dit punt zij weer bepaald door Tk Leiden we nu af de 


uitdrukking voor den kromtestraal , dezer normaalsnede 
in het beschouwde punt. Zij A de hoek, dien de normaal op 
het oppervlak maakt met de positieve X-as, w en v resp. 
de hoeken, die deze lijn maakt met de positieve Y- en Z-as, 
dan is: 


6uv 
COS À = De 
COS u —= id 5) 
1 
Cos v =D 
waarin D, =WV(36u?v? +9 (u + Vv)? J 4). 


Men heeft: ij 
Dl SR cos A\* d cos u? Gn 2 
„=| ds ) + ds ) + gerela 
Om nu de differentiaal-vergelijkingen der asymptotische 
lijnen te vinden, stelt men krachtens de definitie dier lijnen 


D= 0, waaruit volgt: 


d COS À 

ds Cn 

dCOSu 

Dr ee 
deosv_, 
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deosÀ _decosÀ du decosA dv du _ 


dek aaneen so de. da 
6vD, — bur D,, EN, 6uD, — buvD,, ie 
Ee D? ds D? ds’ 
Evenzoo : 
doos Drs Die a 
drie D? ds 
—3D, +3utv)D,, ‚du 
En, D? ds 
LN Md 
He DE d3 D? ds 


Stelt men deze uitdrukkingen =0 en herleidt men, dan 
komt er: 


—D, (LH) (u +0) (DD, + DA) =O 
D‚,+D,k =0 
dus: 1J-k=0 
vt uk =0 
D,+Dik=0 
Wanneer men de laatste vergelijking uitwerkt, ziet men 
dat ze een gevolg is der twee eerste. 
De gevraagde differentiaal-vergelijkingen zijn dus: 
1d k=0) 
ee) 
Opmerking. Door rechtstreeks de vergelijking 
Ddu® +2 D'dudv + Dd? =0 
uit te werken krijgt men: 
14-k=0 | 
—_ldk=0 
Stelsel (4) geeft na integratie: 
Vv =-— U + C, | 


uv == 0, 


v=—ut CG, 
v=u Jd Cs | 


5) 


6) 
Stelsel (5) geeft: 


… 5)) 
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Gemakkelijk is in te zien, dat (#) en (5) gelijkwaardig 
zijn, immers uit (4) volgt: 


wu)? =C? 
4uv =4C, 
wv — u)? =Ct—4C, 
Vu == Gs 
De asymptotische lijnen zijn dus: 
On | 


1 
— 2u? —2Cud-C,? 
2—=38CuU?—3Cu d- C° 


en 
== ?u d Cs 
| So oon 
z—=2u3 +2Csu? +3 Cu d C3? 


Vitbreiding van de stelling van Plolemeus 


Het meetkundig bewijs van de eigenschap, dat het pro- 
duct van de diagonalen in een willekeurigen vierhoek 
kleiner is dan de som van de pro- 
dueten der overstaande zijden, doet 
de juistheid van formule (3) van 
bladz. 68 jaargang 9 terstond inzien. 
r__ Zij ABCD de vierhoek, met AB =a, 
BC =b, CD =ec, AD = dalszijden en 
AC =z, BD = y als diagonalen. Con- 
strueer dan buitenwaarts / CBE=/ ABD en / EBD=/ CAB, 
zoodat A DBE vo A ABC is. Hieruit volgt: 
Dipte Bib 
dus ay =aX DE en A CBE oo A ABD, waaruit CE = a 


Omdat nu DE {CD + OR of e+ “is, komt er zy (acbd 
en omdat /DCE=/A4/C is, geeft de cosinusregel in A DCE: 
22 
DE? ett DE 2 cos (AC) derhalve 


ny? =a? ec? +b° d? — 2abed eos (A + C). 
DR. A. D. VAN DER HARST. 


a° 


er 
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Eenige beschouwingen over Cirkel en ellips 


DOOR 


A. B. VAN HAMEL, (Den Haag). 


Hebben we een cirkel met de middellijn AB en even 
wijdige koorden, die een hoek p met deze middellijn maken. 

Al deze evenwijdige koorden laten 
we een zekeren hoek draaien om 
haar respectieve snijpunten met 
de lijn AB. 

De hoek, dien deze nu met AB 
maken zij Za. 

Verder laten we de lengten der 
stukken, waarin de koorden door 
de liĳn AB verdeeld worden, on- 
veranderd. Zoo zal dus de koorde 
DF in den stand F’D’ komen, terwijl DH = D’H en HF = HF’. 

Het is duidelijk, dat, indien men deze draaiing voor alle 
evenwijdige koorden van den cirkel uitvoert, zooals ’t boven 
is bedoeld, men een serie van punten krijgt, die een kromme 
vormen, welke al vast 4 punten met den cirkel gemeen 
heeft. Immers de punten C en K zullen zich langs den 
gegeven cirkel bewegen en terecht komen in C’ en K’, 
terwijl de punten A en B op hun plaats blijven. De vraag 
ligt nu voor de hand, wat voor kromme men dan krijgt. 

Om het antwoord op deze vraag te vinden, kiezen we 
een scheefhoekig-coördinaten-stelsel met Z p tot coördinaten- 
hoek en O tot oorsprong en kiezen AB als z-as. 

In dit coördinaten-stelsel zij F=0 de vergelijking van 
den cirkel. Nu merken we op, dat de straks genoemde 
evenwijdige cirkelkoorden of liever de stukken, waarin 
deze door de lijn AB verdeeld worden, nu zijn geworden 
de ordinaten van de verschillende punten van den cirkel. 

Bij de draaiing hebben we geen lengte veranderd, noch 
den afstand van de snijpunten der koorden met de lijn AB 
tot O, dus zal de vergelijking der onbekende kromme in 
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het scheefhoekig coördinaten-stelsel met Za tot coördina- 
tenhoek en O tot oorsprong, dezelfde zijn als F —=0. 
Immers beide vergelijkingen drukken een verband uit 
tusschen ordinaat en abcis, en deze beide zijn voor een 
punt van den cirkel en een bijbehoorend punt van de on- 
bekende kromme dezelfde wat hunne respectieve grootte 
betreft, want we hebben alleen hoeken veranderd, geen 
lengten. 
De vergelijking van de kromme, die we zoeken, is nu 
gemakkelijk te bepalen. We hebben: 
Vergelijking cirkel(in C.S. Zp en oorsprong in O) wordt 
(re + y eos p)? +y° sin? p=r?. 
Vergelijking kromme (in C.S. Za en oorsprong in O) is nu 
(a’ + y' Cos p)? + y'? sin? p= r?, 
of in rechthoekig coördinatenstelsel met denzelfden oor- 
sprong 


VLA „‚ COS p 19 sin? p 2 
(» m0 SR) Ed sin? a en 


Laten we nu de accenten weg, dan vinden we: 


zr —2( cotg a — ED ay + 


sin « 


g 9 cos? COS sin 

An ( COUR ne en Tkn À )= En 

De vergelijking is van den 2en.graad, dus we hebben 
te doen met een kegelsnede; (dit hadden we wel dadelijk 
kunnen zien, daar we telkens een lineaire substitutie hebben 
uitgevoerd in een kwadratische vergelijking). 

De kromme is een ellips. Analytisch zien we dit aan de 
coëfficient-determinant van de kwadratische termen. Deze 
wordt namelijk : 


1; — ( cotg an) 


D= sin « 
ir de EE); jo COS Pp 
( cot a ef (cot a 2D cotg « Hes =) 
Sin 
__sin?« 


D is altijd positief, m. a. w. we krijgen altijd een ellips. 
Verder kunnen we opmerken, dat de le machtstermen 
ontbreken; m. a. w. ’t middelpunt van de ellips valt in 0. 
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We zullen nu het verband gaan zoeken tusschen den 
straal van den cirkel, waarvan we zijn uitgegaan, a, p en 
de assen van de ellips, welke uit den cirkel ontstaan is. 

Daartoe laten we de assen van ’t rechthoekig coördinaten- 
stelsel draaien tot deze samenvallen met de richtingen der 
assen van de ellips. 

De vergelijking van de ellips wordt nu: 

Sie? + Sy? = 
waarin S, en S, de wortels zijn van de bekende S-ver- 
gelijking. Deze wordt: 


ir Mn __ GOS p 
1—s; (cots « nn 
re ze ( ze df COSp ie Js 
| (cotga nk cotg?a—2cotg a stan 
Ee Ga Dek Een )— 
S s (1 + cotg a —? cotg a ETR — ET 
cos? p kes, 
sin? 3 sin? a 
l —cosacosp , sin? p Pp) 
aes En sin? « Beten En 
S ER 
sin? « 
ee ) 
ats sinf « 
ned 1 — COS « COS p COS « — COS pp 
E: sin? « mr sin? « 
s _ 1— cosa COS p + COS a — COS p _(l + cosa) (1 — COS p) 
. sin? « 1 — cos? a 
„ 1scosp 
il =Ccosa 
5, _(l— cosa) (1 + COS p) _1+cosp 
 (l—eosa)(1l4eosa)  1Heose 
De eindvergelijking wordt dus: 
OD re OSP see pa 
1 — cos « 1 + cos « 
2eos? p 2 DREDD: Erseig 
2 cos? Fa Ge sini perk 


Noemen we nu de assen van de ellips a en b, dan vinden 
we de 2 volgende vergelijkingen, welke het verband 
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tusschen a, p, r, a en b, waarnaar we zochten, aangeven: 
(1) r?cos*ta=a? cos tp. (2) r°sin° Ja =b*sin° fp, 
In deze vergelijkingen komen 5 grootheden voor, name- 
lijk «, p‚, r, a en b; zijn 3 van deze grootheden bekend, dan 
kunnen de 2 anderen hierin uitgedrukt worden. Bijv. we 
willen een bepaalde ellips met gegeven assen a en b doen 
ontstaan uit een cirkel. Uit het bovenstaande volgt onmid- 
delijk, dat we voor r verschillende waarden mogen nemen, 
evenwel niet alle waarden, want uit (l) en (2) volgt ook: 
tg 5 ze en b* (3) 
te’ ip a? 
Nemen we nu b) a, dan is tg? Ja ) tg? 1 p 
lig? hadldtgp 
cos? Ja { cOS° pp 
dus in verband met (1) DE 
Uit: cos? Ja (cos? }p volgt ook: 
sin? ta) sin 4p. 
In verband met (2) vinden we r° < b?, 
Dus voor r mogen we alle waarden nemen, die liggen 
tusschen a en b. 
We kunnen het bovenstaande ook gemakkelijk uit de 
figuur zien. 


Zij bijv. nevenstaande el- 
lips gegeven en trekken 
we uit het middelpunt O 
van de ellips een cirkel. 
Deze snijdt de ellips in 4 
punten A, B, Cen D. Daar 
een ellips ook scheef sym- 
metrisch is, zullen de lijnen 
AB en CD elkander in O 
snijden. 

Gesteld, men wil nu uit 
dezen cirkel de gegeven 
ellips doen ontstaan, dan weten we, dat er maar bepaalde 
waarden zijn voor a en p. 

Het is niet moeilijk in te zien, dat OBD den Za voor- 
stelt; immers OB =r, dus ’t punt B van den cirkel heeft 
zich langs den cirkelomtrek bewogen, voordat het een 
punt van de ellips werd, 
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We hebben CD als basis van de draaiing aangenomen, 
maar we hadden evengoed AB aan kunnen nemen en dan 
zou Za—=ZCOA. Dat twee middellijnen aan elkaar toe- 
gevoegd zijn volgt ook uit de vergelijkingen (1) en (2). 

Immers we hadden: 

PCOS Fa =d GOS? Ep, r?sin? La—=b? sin? 5 p. 

Zijn nu a,b en r constant, dan voldoen hieraan o.a. 2 
waarden, welke gelijk zijn, maar tegengestelde teekens 
hebben. Dus zoowel de positieve als de negatieve hoek 
voldoet aan (1) en (2). 

Gaan we uit van een cirkel met straal = 7 en willen we 
een ellips hebben met assen a en b, dan kunnen we de 
basis van draaiing een willekeurigen stand geven in 
’t vlak van teekening; doen we dat met verschillende 
standen, dan krijgen we een bundel gelijk en gelijkvormige 
ellipsen, die hetzelfde middelpunt hebben (« en p blijven 
bij elk draaiingsproces dezelfde.) Dus bij een bepaalde ellips 
en een bepaalden cirkel uit ’t middelpunt van deze ge- 
trokken, kunnen we langs 2 wegen de ellips uit den cirkel 
doen ontstaan, evenwel met dezelfde hoeken «a en p, alleen 
de basis van draaiing is in beide gevallen verschillend. 

We kunnen ons nu de vraag stellen, welke is de stand 
van de assen der ellips ten opzichte van de basis, waarop 
we gedraaid hebben. 


Daar de punten B en D symmetrie-punten van de ellips 
A zijn, zal een der assen van de 
ellips // BOD halveeren, m.a.w. 
de assen maken respectieve- 
lijk hoeken van a en a + 90° 
met de basis van draaiing. 


Een toepassing dezer theorie 
vinden we in ’t volgende. Be- 
schouwen we een: strookje 
CDFG, gevormd door even- 
wijdige koorden onder een 
hoek p. We laten deze weer draaien totdat de hoek =« 
wordt. We vinden dan de punten C’, D’, F’ en G’ van de 
ellips, die uit den cirkel kan ontstaan. 
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Nu kunnen we vragen : wat is de verhouding van zulk 
een cirkel-strookje en zoo’n elliptisch strookje. Beide zijn 
trapezia met gelijke evenwijdige zijden, dus hun verhouding 
is gelijk aan de verhouding der hoogten. 

CDFG _ h 
GADE ET ne 
Nu volgt uit de figuur, dat 
h __ABsinp CDFG _ sinp 
ie Ane GE Dr 


Derhalve 


« en p zijn constant, dus de verhouding is ook constant. 
We hebben hier AB binnen den cirkel laten vallen, dit 
zal echter niet altijd zoo zijn. Bij een scherpen Zp zullen 
voor bepaalde koorden van den cirkel deze voetpunten 
buiten den cirkel vallen, dus op ’t verlengde van de 
middellijn. Bijv.: voor de koorde OP; in ’talgemeen links 
van de grenslijn KQ. Doch ook voor deze strookjes geldt: 


OPQK _ sin p 

OP/Q’K’ sina 
Sommeeren we al de cirkelstrookjes, dan krijgen we 
den geheelen inhoud van den cirkel; doen we hetzelfde 


met de ellipsstrookjes, dan krijgen we den inhoud van de 
ellips. We kunnen derhalve opschrijven : 


Inhoud cirkel sinp sin tp cos }p 
Inhoud ellips” sina sintacosja' 


Uit de vergelijkingen (1) en (2) 


r Hett PE 
COSÈP == COS Ha sin tp=— sinta 


b 
volgt ; 
ar? EN 
Inh. ellips zab 
Inh. ellips = zab. 


(Wordt vervolgd.) 
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Over eenige eigenschappen der regelmatige 
veelhoeken 


DOOR 


J.J. CG. WESTENDORP (Nijmegen). 


Noem «,, «, . . «, de wortels van de vergelijking 


ln PA ti Ae (1) 


Vormt men met deze wortels den determinant van Van- 
dermonde 


ie nl 
2 : 
es ES ô 
Rn 
git 
l a, a° as : 
k V// Amd 
9 ì 
Ee HRA Bd a tTÎ 
n n n 


dan is het vierkant van dezen determinant gelijk aan 


Ss Ss Ss 
0 Ì ER | 
Ss Ss Ss Lg 
1 2 en n 
il s S Ed 
Ad 


' 
Ln A Eni 
’ 


waarin 


Voor de vergelijking (1) is echter 


mennen rr eN, 


terwijl de sommen der andere gelijknamige machten nul zijn. 
Dus wordt 
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0 ON 0 0 
0 0 0 on 
Anil OT oat RN 
oo n 0 0 
o no OR 
Men heeft dus: 
(er a) (a a) er a)? rt) =d @) 
of 
ne 
la, — 43 | . ge — 43 | ee eee e A Vn nd U ) u (3) 


Construeert men in een complex coördinatenveld uit 
den oorsprong als middelpunt met een straal = 1 een 
cirkel, en daarin een regelmatigen n-hoek, waarvan een 
hoekpunt in (+1,0) ligt, dan stellen de hoekpunten van 
dezen n-hoek de wortels van (1) voor, terwijl de meetkun- 
dige beteekenis van (3) de volgende is: 

Het product van alle zijden en diagonalen van een regel- 
matigen n-hoek, waarvan de straal van den omgeschreven 

n 
cirkel de eenheid is, is gelijk aan „?. 

Is de straal R,‚ dan zal men gemakkelijk inzien, dat het 
produet wordt 

n_ n(n—l) 
nR 2 


Deze stelling kan ook langs andere wegen worden 
afgeleid. 


Is CW =O 
dan is @'(«,)=(la, — 4) (a, — 43) «(as — 4). 
Neemt men a, =1, dan. wordt p/(1) =n, 
dus n=(l—a,)(1l —as) (lL—a,), en 
n=|l—al.llas lella, 


Men heeft dus de volgende stelling: 
Het product van alle zijden en diagonalen uit één hoek- 
punt van een regelmatigen n-hoek (straal =1) is n. 
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Het product van alle zijden en diagonalen is dus (n°) 

Een tweede bewijs voor laatstgenoemde stelling is het 
volgend. 

Men heeft: 


L —] 


re & gk 27 
pom Wk 2 COS … + 1) (x 20 COS — En 


roo ek). ne) 


Beschrijft men nu in een complex coördinatenveld uit 
den oorsprong O als middelpunt met de eenheid als straal 
een cirkel, en construeert hierin een regelmatigen 2n-hoek 
ATA. ……Az,, waarvan het hoekpunt A, OS 
en neemt vervolgens op de positieve X-as een willekeurig 
punt P, zoodat OP =z, dan is 


PAj —ú? — 2 o08 +1 


waardoor (5) overgaat in 
niet Eat +1 PA3XPA3X..XPAZ (6) 
Legt men nu P in A,‚‚, dan wordt dit: 
n=A, AE XA, ASX... X Ai, A?, 
en door toevoeging van de middellijn 
A, A1 EE 


AA OCE Anr TX Ar As et) 


Tot hetzelfde resultaat komt men door beschouwing van 
een regelmatigen veelhoek met een oneven aantal zijden. 


Men kan van de opgenoemde eigenschappen o. a. de 
volgende toepassingen maken. 

1. Is Z,, de zijde van den 10-hoek en zijn d,, d,, ds 
en d, de diagonalen, opklimmend gerangschikt volgens 
hun grootte, dan is: 

(Zolder ds — 108: (8) 

Nu is d, =V(10—25), did 0 +215), 4. eed 
waardoor (8) overgaat in 

Wiskundig Tijdschrift, 10e Jaargang. 2 
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Zio do)t° ==, 
Zio de =l, 


welke formule een eenvoudig verband geeft tusschen 4, 
en d,. (Deze en de volgende toepassing dank ik aan een 
opmerking van den Heer Vaes) 

2. Daar de zijden en: diagonalen van een regelmatigen 
n-hoek resp. zijn 


Lr Ce EKO 
2sin …, 2sin Dad, 2 sin PRA Ä 


vindt men 


(2 sin 2)" (2 sin ab ER |) 


Men vindt zoodoende de bekende betrekking 


ST …_ n—l n 
ze RN 
n 


RS Li 
sin — sin — sin en 

n n gnl 
terug. 

3. Verdeelt men een ecirkelomtrek (straal=1l) in 2n 
gelijke deelen, dan is het product van alle koorden uit 
één deelpunt gelijk aan 2n. Beschouwt men in denzelfden 
cirkel den regelmatigen n-hoek, die het genoemde deel- 
punt tot hoekpunt heeft, dan is het product van de zijden 
en diagonalen uit dat deelpunt gelijk aan „. Door deeling 
verkrijgt men de volgende stellingen van den regelmatigen 
2n-hoek: 

a. Het product van alle diagonalen uit één hoekpunt, 
die een even aantal bogen onderspannen, (onder boog het 
2nde deel van den omtrek verstaan), is gelijk aan n. 

b. Het product van alle diagonalen en zijden uit één 
hoekpunt, die een oneven aantal bogen onderspannen, is 
gelijk aan 2. 

c. Het product van alle koorden, genoemd onder a, is 
gelijk aan n°, en dat van alle koorden, genoemd onder b 
19725 

De verkregen uitkomsten kunnen gecontroleerd worden 


door de volgende stelling te bewijzen : 
Als «,,«5,...«, de wortels zijn van 


Dire 
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en 8, 2, .. 2, die van 
rm d1=0, 
dan is 
la, —B, | ole, — Bolle, — Bel. la, B, I=2 
Men merke op, dat de wortels van 
DK ED 
zijn: Ars Aayer, Bis Bas... Be 


Men heeft dus: 


Mod. [product van alle wortelverschillen van (lI)]=—= (@n)'. 
n 


Mod. [product van alle wortelverschillen van (9) ns 

n 

Mod. [product van alle wortelverschillen van AO n*. 
Waaruit volgt: 


la, — B, |l — Bs | le, — 83 done le, —B,1=27 


Men zal gemakkelijk inzien, dat deze eigenschappen de 
volgende uitbreiding toelaten : 
Verdeelt men een cirkelomtrek (straal =1) in ma gelijke 


deelen (m en n geheel, en > 2), dan is het product van 
alle koorden uit één deelpunt, die een niet-m-voudig aantal 
bogen onderspannen, gelijk aan me, terwijl het product van 
de andere koorden uit dat deelpunt gelijk is aan 7. 

Stelt men m=n=3, dan verkrijgt men de volgende 
eigenschap van den 9-hoek: 

Zijn z, d,, d;, d;,naar volgorde van grootte, opklimmend 
gerangschikt, de zijde en de diagonalen van een 9-hoek, 
dan is: tech. 


Onder de diagonalen, uit één hoekpunt van een regel- 
matigen x-hoek getrokken, nemen de primitieve een 
bijzondere plaats in. (Onder de diagonalen ook begrepen 
de beide zijden, die uit één hoekpunt kunnen getrokken 
worden.) 

Ik noem primitieve diagonalen die, welke het punt (1, 0) 
verbinden met de primitieve wortels van de vergelijking 
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n 
Wet diel). 

Is » ondeelbaar, dan zijn alle wortels, behalve 1, primitief 
en alle koorden uit (1,0) zijn primitieve. Het product dezer 
koorden is dan ». 

Zij nu », ontbonden in ondeelbare factoren, gelijk aan: 

(// 
De Da a DAs 
dan is de vergelijking, die uitsluitend de primitieve 
nde machtswortels uit 1 bevat: 


n n 


(a —D Ief F2 1) Ip Bif abel — tj 
A ee den dn eten 
II (rt Bd (raf aPg_ DI (arb oPab afs EE 
waarin : 


— 0, (12) 


Ie n 
alan: 
IL (2 — 1) 
voorstelt het product van alle factoren, die uit 
Nn 
Brilon 
4 sie 1 


ontstaan, door alle combinaties der s priemfactoren p, , ps... 
p‚ te nemen, k aan K. 


Zijn de wortels van 
Xx =0 


Nn 


Kirn dr ’ 
p (x) 
dan bevat de vergelijking 


P@)= a) X,=0 
bovendien nog den wortel 1. 
Men heeft dan: 

VOA) (le) (la, (7) sn 
OIS Aa el 
zoodat |’ (1) | voorstelt het product der primitieve koorden 
uit (1, 0). 

° dX, 
Nu is Vo), @— ln 
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dus A: 
Nagegaan moet dus worden, welke waarde X, verkrijgt . 
WOOpSDL 
Het aantal factoren in den teller van X, is, voor s= even: 


14-C2HCtH.. HCS, 
en in den noemer: 

Hr 
en omdat 

IC HCA Oi. (Ie C,=0, 
bevatten teller en noemer van X, evenveel factoren. Voor 
s==oneven vindt men hetzelfde. 
Men kan zich dus X, gesplitst denken in een product van 

factoren, alle van den vorm: 


en deze breuk is voor @=1 gelijk aan 
Men heeft dus, als men p‚p;ps.….p,=p stelt 
Cz Ct 


s 8 1 
EN EE EOL 
„5 


deense den 

SE AE 5 de En 
n Xn U TT 
Oer KO 


d 1 
Tin nd [ dre ol s 
—=N le D 
Met behulp van de bekende betrekkingen 


Lt O0 0, 
6 6 s—l GE 
CL — 202 3E — (1 sOH=0 
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blijkt, dat 


ER NL 


viel 


Het product van de primitieve koorden is dus 1. 
Een uitzondering hierop maken die veelhoeken, waarvoor 


e rr e q . 
n macht is van één priemgetal, dus n=p, *. Dan is: 


n 
xn —l 

Sr TERS 
ld 

Kd =P 


Uit de ontwikkelde stellingen volgen enkele gonio- 
metrische betrekkingen. 

Is »„ ondeelbaar, dan zijn alle koorden uit één deelpunt 
primitief ; men heeft dan: 


nl a De … (n—l)z 
Det SIN —SIN —.... SI 
n n n 
a q ds 
Is n=pPi ij 2 . . . . Ps ) 
en zijn m,, Ms... My (x)° in aantal @(n), de getallen 


kleiner dan » en onderling ondeelbaar met „, dan is 


Bin IER Din ee 
of L / 
sin 147 sin 27. Er ep wf l 
4 n oP () 


q BAR Ld . 
Is n=p, *, dus een macht van één priemgetal, dan is: 


m — 
…_ My M sl n 
sin ein pe 


n ns sr gp (n) 
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De strijd over de uitvinding dee difterentiaalrekening 


DOOR 


Dr. P. VAN GEER, (Den Haag). 


Deze strijd, een der langdurigste en heftigste op weten- 
schappelijk gebied, werd niet slechts gevoerd tusschen 
geleerden, maar ook tusschen nationaliteiten. Aan de eene 
zijde Engeland optredende voor de eer van zijn grooten 
geleerde NEWTON (1642—1726) ; aan de andere Duitschland, 
zich het zwaard aangordende voor zijn nauwelijks minder 
grooten landgenoot LEIBNIZ (1646—1716). Hoezeer de nati- 
onaliteit hierbij in het spel kwam, blijkt uit de werken, 
die over den strijd handelen : van Engelsche zijde de levens- 
beschrijving van NEWTON door DAVID BREWSTER; aan de 
andere zijde de geschriften van C. L. GERHARDT, die de 
mathematische werken van LEIBNIZ uitgaf. Een overzicht 
vindt men in het standaard werk van M. CANTOR : „Vorle- 
sungen über Geschichte der Mathematik dritter Band”; 
ook in H. G. ZEUTHEN Geschichte der Mathematik im Li 
und 17 Jahrhundert. 

Het kan thans mijn doel niet zijn de geschiedenis van 
dien strijd uitvoerig op te halen. Slechts wensch ik daartoe 
een bescheiden bijdrage te leveren, door te wijzen op de 
briefwisseling van CHRISTIAAN HUYGENS. Wel eindigt deze 
met zijn dood in 1695, dus vóór het uitbreken van den 
twist, maar de daarin voorkomende uitvoerige brieven van 
LEIBNIZ werpen een helder licht op den oorsprong van 
den strijd. Nu is het laatste deel dezer briefwisseling, dat 
hierbij het voornaamste is, verschenen, nadat al de ge- 
noemde werken waren geschreven, zoodat daarbij van deze 
bron geen gebruik kon gemaakt worden. Zoo is thans 
mijn doel, uit dit oogpunt de zaak voor te stellen en nate- 
gaan, wat deze brieven ons leeren aangaande den oor- 
sprong van het geding. Te eer kan dit geschieden, omdat 
mijne lezers zich ongetwijfeld met mij hierbij, wat de na- 
tionaliteit betreft, op neutraal standpunt zullen stellen, en 
het oog uitsluitend op de wetenschappelijke zijde van het 
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vraagstuk gevestigd houden. Doch tot recht begrip moet 
een kort overzicht van de aanleiding tot den strijd voorafgaan. 
ië 

NEWTONS groote werk, waarin hij voor het eerst wel 
niet de grondslagen zijner fluxieleer uiteenzette, maar 
deze toch op verschillende ingewikkelde vraagstukken 
toepaste, verscheen in 1687. Maar reeds in 1684 was LEIBNIZ’ 
eerste verhandeling in de Acta eruditorum verschenen, 
waarin hij zijn algorithme, dienende om op algemeene 
wijze zoowel maxima en minima te bepalen als om raak- 
lijnen van krommen te construeeren, kort uiteenzette. Hoe 
LEIBNIZ’ methode aan NEWTON niet onbekend was, blijkt 
uit de eerste uitgave van zijn werk. 

In een Scholium, gevoegd bij Liber II, Propositio VII, 
Theorema V komt het volgende (in vertaling) voor: In 
brieven, die ik vóór ongeveer 10 jaren met den voortref- 
felijken wiskundige LrIBNIz wisselde, deelde ik hem mede, 
dat ik een methode bezat om maxima en minima te be- 
palen, raaklijnen te trekken en dergelijke vraagstukken 
op te lossen, welke methode evengoed op rationeele als 
op irrationeele grootheden van toepassing is. Ik verborg 
echter mijn vinding door omzetting der woorden. De 
beroemde man (vir clarissimus) antwoordde mij daarop, 
dat hij een dergelijke methode had ontdekt, en deelde mij 
deze mede, welke van de mijne niet meer afweek dan in 
den vorm der woorden en teekens, en de formulen en 
wording der grootheden. De grondslag van beider methode 
is in het voorgaande theorema begrepen”. 

Op aandrang zijner vrienden liet NEwTON dit scholium 
weg in de derde uitgave van zijn werk en verving het 
door een ander, waarin wel SLUSIUS en HUDDE als voor- 
gangers worden geroemd, maar de naam van LEIBNIZ 
niet meer voorkwam. 

In Opuseulum XVI, opgenomen in het eerste deel zijner 
werken (uitgegeven door Joh. Castillion te Lausaune) ge- 
schreven in 1716 en dat handelt over den strijd, naar aan- 
leiding van een brief van LEIBNIZ aan den abt de Conti, 
komt de volgende merkwaardige zin voor: „Fieri quidem 
potést (non inficior) ut Leibnitius hane methodum proprio 
ingenio detexerit; sed certé postquam ego inveneram, et 
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omnes norunt secundis inventoribus nullum in inventa 
jus esse”. Hier wordt dus door NEWTON toegegeven, dat 
LEIBNIZ zelfstandig zijn methode heeft gevonden, doch na 
en niet door hem; nu weten alle, dat aan tweede uitvin- 
ders geen recht op het gevondene toekomt. In hetzelfde 
opstel zegt NEWTON, dat hij zijne methode in 1665 heeft 
gevonden en verschillende geschriften opstelde in 1664 
tot 1666, met name een in November 1665, waarin zijne 
methode der fluxies was opgenomen en toegepast. 

Aan de juistheid van deze meedeeling behoeft niet ge- 
twijfeld te worden; NEWTONS recht op de zelfstandigheid 
van de uitvinding zijner methode staat boven elken 
twijfel. Slechts liep de strijd hierover, of LEIBNIZ 
zijn methode had ontleend aan een meedeeling van NEw- 
TON, of wel, dat hij onafhankelijk daarvan zijn algorithme 
heeft opgesteld. Zoolang de strijd niet was ontbrand, werden 
door tusschenkomst van OLDENBURG, secretaris der Royal 
Society te Londen, waarvan NEWTON lid en LEIBNIZ bui- 
tenlandsch lid was, tusschen hen nog verscheidene brieven 
gewisseld, die van hooge onderlinge waardeering getuigen 
en uitsluitend over wetenschappelijke onderwerpen han- 
delen. Zij zijn gedrukt en opgenomen in de nagelaten 
werken zoowel van den een, als van den ander. Voor de 
kennis van den oorsprong der differentiaalrekening zijn 
zij in hooge mate belangwekkend, maar geven in geen 
enkel opzicht aanleiding om den fellen strijd te verwach- 
ten, die daarover zou ontbranden. Het zijn onhandige 
vrienden geweest, die het vuur hebben aangestookt; op 
hun rekening komen de treurige gevolgen van den brand, 
die de geheele wetenschappelijke wereld in gloed zette. 
Dit had plaats juist bij den aanvang der achttiende eeuw. 

De eerste aanleiding was een opstel van FATIO DE DUIL- 
LIER over de brachistochrone, welk vraagstuk kort geleden 
door JOHANNES BERNOULLI aan de orde was gesteld. 
Hierin beweerde F. niet slechts, dat NEWTON de eerste 
en oudste uitvinder der rekening met oneindig kleine 
grootheden (fluxies) was, maar gaf ook niet onduidelijk te 
kennen, dat LEIBNIZ aan brieven van NEWTON het begin- 
sel zijner differentiaalrekening had ontleend. 

LEIBNIZ antwoordde op dezen aanval in de acta erudito- 
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rum (À. E.) een tijdschrift, dat wel niet rechtstreeks door 
hem werd geredigeerd, maar toch onder zijn invloed 
stond. Hij beriep zich daarin op het oordeel van NEwWTON, 
die in zijn Principia de zelfstandigheid van zijn vinding 
had erkend en uitgesproken. 

Kort daarop verscheen in het Engelsche tijdschrift 
Philosophical Transactions (P. T.), het orgaan der Royal _ 
Society, een opstel van JOHN KEILL, hoogleeraar te Oxford, 
over een mechanisch onderwerp, waarin hij o. a. beweerde, 
dat de fluxierekening (waarvan hij gebruik maakte) door 
NEWTON was uitgevonden, en later onder een anderen 
naam en met andere teekens door LEIBNIz in de A. E. 
was geopenbaard. 

Deze ontving dit geschrift als medelid der R. S. doch 
zeer laat, omdat hij op reis was. Hij was zeer verontwaar- 
digd en schreef een brief aan den secretaris met verzoek 
dat de R.S. de aanval zou renieëren en den aanvaller, 
die ook lid was, op zijn plaats zetten. Intusschen was 
NEWTON tot voorzitter van het wetenschappelijk college 
benoemd en bleef dit tot zijn dood, zoodat hij mede ver- 
antwoordelijk moet gesteld worden voor de stukken, die 
daarvan uitgingen, en door hem werden uitgevaardigd. In 
de zitting der R. S. van 22 Maart 1711 werd LEIBNIZ’ brief 
voorgelezen en besloten hem een antwoord te zenden, 
waarin KEILL zijn beschuldiging zou intrekken, of althans 
verzachten. Aldus geschiedde, maar dit antwoord kon 
LEIBNIZ niet bevredigen; hij vond het nog erger dan den 
eersten aanval, zoodat hij nogmaals aan de R. S. schreef 
om voldoening. Toen werd de zaak in handen eener Com- 
missie gesteld, die haar volledig zou onderzoeken en ver- 
slag uitbrengen; de groote meerderheid dezer commissie 
bestond uit warme aanhangers van NEWTON entegenstan- 
ders van LEIBNIZ. In het begin van 1713 gat deze com- 
missie haar oordeel te kennen in een brochure „Commer- 
cium epistolicum”. waarin de gewisselde brieven waren 
opgenomen, en dat besloten werd met een oordeel, geheel 
ten gunste van NEWTON. Deze brochure werd aan alle 
geleerden der beschaafde wereld toegezonden en in den 
handel tegen geringen prijs verkrijgbaar gesteld. 

In dien tijd bevond LEIBNIZ zich te Weenen, waar hij 


27 


met eer werd overladen: over den inhoud en de uitgave 
der brochure was hij niet geraadpleegd; hij werd eerst 
laat daarmede in kennis gesteld door zijn vriend WorF, 
hoogleeraar te Halle. Na ontvangst hiervan schreef LEIBNIZ 
een antwoord en gaf het uit als vlugschrift. Hierin liet 
hij een ongenoemden vriend optreden, wiskundige van den 
eersten rang, die hem naar aanleiding der brochure schreef, 
dat niet slechts LEIBNIz zelfstandig zijn algorithme had 
opgesteld, maar ook dat NEwTON aan de schriftelijke mee- 
deeling hiervan zijn fluxierekening had ontleend. Deze 
vriend was niemand anders dan JOHANNES BERNOULLI, 
die echter uit vrees met de Engelsche vakgenooten in 
onmin te geraken, niet genoemd wilde worden; hij bleef 
ook tegenover hen ontkennen, dat hij de schrijver was. 
Aldus betoonde hij zich voor LEIBNIZ, aan wien hij veel 
“had te danken, niet slechts een zwakke steun, maar ook 
een verradelijk vriend. 

Intusschen wierp dit antwoord van LEIBNIZ olie in het 
vuur, zoodat de strijd niet slechts heftiger ontbrandde, 
maar nu ook het nationale karakter aannam, dat het ten 
einde toe heeft behouden en zelfs nu nog nawerkt. *) In 
het begin van 1715 verscheen in de P. T, een opstel, 
waarin de beschuldiging van plagiaat op LEIBNIZ werd 
teruggeworpen, als zou hij zijn ontdekking aan een brief 
van NEWTON van 1676 ontleend hebben; daarbij werd 
NEWTONs genie tot in de wolken verheven. Het opstel 
was anonym, maar van Duitsche zijde werd toen en 
wordt nog beweerd, dat niemand anders dan NEWTON 
zelf hiervan de schrijver was. 

Intusschen was LEIBNIZ naar Hannover terug gekeerd: 
zijn vorst was koning van Engeland geworden en daarheen 
vertrokken; gaarne ware hij hem gevolgd, maar hij mocht 
niet en moest te Hannover achterblijven; hij was in ongenade ! 
Hier schreef hij een uitvoerige verhandeling over den 
oorsprong der differentiaalrekening; hij had echter geen 
gelegenheid dit stuk te voltooien; zoo bleef het onafge- 
werkt liggen en werd eerst lang na zijn dood onder zijn 
papieren gevonden en uitgegeven. Thans is dit voortref- 


*) Dit blijkt o, a. uit de nog niet lang geleden verschenen ge- 
schiedenis der wiskunde van R. Barr. | 
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felijke opstel, waarin niets over den strijd voorkomt, een 
bewijs voor de zelfstandigheid van zijn vinding. 

Te midden van den strijd stierf LEIBNIZ (14 November 
1716) op 70-jarigen leeftijd. Moeht men meenen, dat dit zijn 
tegenstanders tot zachtheid zou bewegen en tot erkenning 
van des overledenen verdiensten, dan bedriegt men zich 
zeer. Heftiger dan te voren traden zij op. NEWTONS vrienden 
wisten hem te bewerken om uit de derde uitgave der Principia 
het bovengenoemde scholium ten gunste van LEIBNIZ weg te 
laten. Een nieuwe uitgaaf van het Commercium Epistolicum 
werd bezorgd, waarbij in verschillende aanteekeningen 
nog heftiger dan te voren tegen hem werd uitgevaren ; 
door Duitsche schrijvers wordt beweerd, dat niemand 
anders dan NEwWTON zelf de schrijver hiervan was. Dit staat 
echter vast, dat het door de R. S. onder zijne verantwoor- 
delijkheid als voorzitter werd uitgegeven. Trouwens NEWTON 
toonde zich steeds onverschillig tegenover zijn vroegere 
vrienden. Ook bij den dood van Huygens, die hem had 
voorgelicht, gelijk ook door hem wordt erkend — vinden 
wij in zijn brieven geen klacht of woord van herinnering ; 
geheel anders dan LEIBNIZ, die hartelijke woorden, 
aan zijn nagedachtenis wijdde. Dat NEwTON geen woord 
van deelneming had na het bericht van den dood van zijn 
grooten tegenstander kwam overeen met zijn karakter; 
maar dat hij daarvan gebruik maakte om zijn naam nog 
heftiger aan te vallen, of laten wij zeggen — om strikt on- 
partijdig te blijven — door zijn vrienden te laten aanvallen, 
werpt een onuitwischbare smet op zijn karakter. 

En zoo eindigde de strijd met de volledige neerlaag van 
LEIBNIZ. Want met zijn dood hield de verdediging van zijne 
zijde op. Zijn weinige volgelingen, als JACOB BERNOULLI en 
DE L’HoOSPITAL, die het eerste leerboek over de differentiaal- 
rekening uitgaf, waren reeds tijdens het begin van den 
strijd overleden ; JOHANNES BERNOULLI toonde zich onbe- 
trouwbaar en liep dan ook na LEIBNIZ dood naar het En- 
gelsche kamp over, waar hij echter met argwaan werd 
ontvangen. 

Daartegenover stond NEWTON in het midden van de 
glorie ; van het machtigste wetenschappelijke college van 
die dagen was hij niet slechts voorzitter, maar ook de ziel. 
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Een schaar van hoogstaande mannen als HALLEY, TAYLOR 
stonden hem als ware ridders in den strijd ter zijde, ver- 
kondigden zijn roem en weerden alle aanvallen op hem af. 
Tegenover NEWTONS hoofdwerk kon geen enkele arbeid 
van LEIBNIZ op gelijke hoogte gesteld worden : diens ge- 
schriften bestonden slechts uit enkele korte opstellen in 
wetenschappelijke tijdschriften. Eerst lang na zijn dood 
vond men bij het nagaan zijner schriftelijke nalatenschap 
concepten van verhandelingen, die, waren zij tijdens zijn 
leven afgewerkt en uitgegeven, een geheel ander licht 
over zijn ontdekkingen hadden geworpen. Dat licht is 
eerst lang na zijn dood opgegaan, en heeft hem de erken- 
ning gebracht, waarop hij aanspraak had. 

Toch is hij evenmin als NEWTON in den strijd vrij te 
pleiten van het gebruik maken van verkeerde middelen. 
Hij misbruikte den brief van zijn vriend, die hem had 
verzocht zijn naam te verzwijgen: hij vervalschte data op 
gewichtige stukken; hij viel NEWTON onbesuisd aan door 
hem zonder grond het recht op zijn ontdekking te betwis- 
ten. Tot zijn verontschuldiging moge dienen, dat hij nage- 
noeg alleen stond in den strijd tegenover het machtigste 
wetenschappelijke college van die dagen, waarvan alle 
leden hem vijandig waren en niemand in Engeland zijn 
rechten erkende. Zoo ging hij onder te midden van den 
strijd, eenzaam en verlaten, ook door den vorst, dien hij 
vele jaren trouw had gediend. Ware het hem gegeven 
geweest dien vorst naar Engeland te volgen en daar een 
onderhoud met NEWTON te hebben, wellicht ware de strijd 
‚ gebluscht en in vriendschappelijk verkeer overgegaan. 
Want in den grond van het hart vereerden zij elkander 
in hun werken. Dit blijkt uit de tusschen hen gewisselde 
brieven en andere stukken, die vóór het uitbreken van 
den strijd waren geschreven. Doch hoewel LEIBNIZ tijdens 
het leven van Newton zich geruimen tijd in Londen op- 
hield, mochten zij elkander nooit van aangezicht tot aan- 
gezicht aanschouwen, omdat in die dagen NEWTON te 
Cambridge vertoefde. (Wordt vervolgd.) 
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Enkele eigenschappen van een driehoek op welks 
zijden velikandiee (Celijkvormige) driehoeken 
zijn beschreven 


DOOR 


L. J. HARMSEN (Weltevreden). 


IL. JZndien op de zijden van A ABC (Fig. len 2) gelijkzijdige 
driehoeken worden beschreven: ABC’, BCA’ en CAB! snijden de 
verbindingslijnen AA’, BB’ en CC’ elkaar onder hoeken van 60°. 

IL. De lijnen AA’, BB’ en CC’ gaan door één punt en zijn 
even groot. 


Fig. A. Fig. 2. 

Bewijs. De lijnen AA’ en CC snijden elkaar in O. Drie- 
hoeken C’BC en ABA’ zijn congruent, omdat zij twee zijden 
en den ingesloten hoek gelijk hebben. Derhalve 

LOG B ZA AB? 

Er kan dus een cirkel beschreven worden om vierhoek 
AC’BO. 

Hieruit volgt: Z AOC’ == / ABC’ == 60° 
terwijl mede blijkt: 

(Fig. 1) ACOB == / BOA’ == AOC == 608 
(Fig. 2): COB ==1200 2 BOA! == MOC DE 

Daar Z AOC =60°=/ ABC zal ook om vierhoek 
AOCB’ een cirkel beschreven kunnen worden. 

Derhalve is ook: (Fig. 1): Z B'OC =/ BAC = 60° 

(Fig. 2): ZB'OC =suppl: van ZBAC 120% 

Derhalve gaat de lijn BO door B’, 
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Hiermede is aangetoond dat AA’, BB’ en CC’ door één 
punt O gaan en elkaar onder hoeken van 60° snijden. 
Dat deze lijnen bovendien even groot zijn volgt uit de 
congruentie der driehoeken C’BC en ABA’, en van drie- 
hoeken CCA en BBA. 

Gevolgen. 1. Het punt O (Fig. 1) is zoodanig gelegen, dat 
van daaruit de zijden der driehoeken ABC en A’B’C’ onder een 
hoek van 120° gezien worden. Daarentegen is in (Fig. 2) 
O het punt van waaruit de zijden der driehoeken ABC en 
A’B'C’ onder een hoek van 60° gezien worden (een der 
zijden dus onder een hoek van 2 X 609). 

2. Het voorgaande levert derhalve een gemakkelijke con- 
structie voor het punt O, van waaruit de zijden van een drie- 
hoek ABC onder een hoek van 120° (resp. 60°) gezien worden. 

9. Indien op de zijden van A A/’B'C ook gelijkzijdige 
driehoeken worden beschreven (in het geval van Fig. 1 
buitenwaarts, in dat van Fig. 2 binnenwaarts) zullen de toppen 
dezer driehoeken gelegen zijn in de lijnen AA’,BB’ en CC’ enz. 

HI. Zmdien op de zijden van A ABC gelijkvormige *) drie- 
hoeken A’CB, B'AC en C'BA (hetzij buiten-, hetzij binnenwaarts) 
worden beschreven, valt het zwaartepunt van A A’'B'C’ samen 
met dat van A ABC. 

Bewijs. G ishet zwaartepunt van 
A ABC (Fig. 3), D het middenivan 
BC, E dat van A/B en F dat van 
NC. De lijnen DE en EF zullen 
dan gelijk zijn aan } CA’ resp. 
LBC’ en evenwijdig zijn aan CA’ 
resp. BC’. Daar CA’ en BC’ gelijk- 
standige lijnen zijn der gelijk vor- 
mige figuren op BC en AB, snijden 
zij elkaar onder hoeken gelijk aan 
ZB van A ABC. Daar zij zich 
tevens verhouden als de zijden BC 
en AB, is dus A DEF gelijkvormig met A ABC. Uit een 
en ander volgt, dat DF evenwijdig loopt aan AB’ (de gelijk- 
standige zijde van A ACB’) en gelijk is aan AB’, Daar 


Fig. 3. 


+) Bedoeld worden steeds en dit geldt ook voor het vervolg 
gelijkvormige driehoeken in denzelfden zin, met de zijden van den 
gronddriehoek als gelijkstandige lijnen. 
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voorts DG = AG moet nu A GDF A AGB’, waaruit volgt, 
dat B’, G en F in een rechte lijn liggen en voorts dat 
FG=4B’G. Daar F het midden is van A/C’ is dus G het 
zwaartepunt van A A/B'C'. 

Voor het geval dat de gelijkvormige 
driehoeken binnenwaarts zijn beschreven 
(Fig. 4) is het bewijs op overeenkomstige 
wijze gemakkelijk te leveren. 

IV. De lijnen, die G met de zwaartepunten 
Ga, Gb en Ge der gelijkvormige driehoeken 
verbinden, zijn gelijk aan een derde der ver- 

Ebindingslijnen AA’, BB’ en CC’ en loopen met 
die lijnen evenwijdig. G' is tevens het zwaarte- 
Fig. 4. punt van A Ga Gb Ge. 

Beschouwen wij de verbindingslijn GGa dan volgt het 
gestelde onmiddellijk uit den driehoek, die A, A’ en het 
midden van BC tot hoekpunten heeft. Dat G tevens het 
zwaartepunt van A Ga Gb Gc is, is hieruit af te leiden, 
dat Ga, Gb en Ge in de gelijkvormige driehoeken gelijk- 
standige punten zijn, en zij dus met de zijden BCO, CA en AB 
weer gelijkvormige driehoeken vormen; derhalve is, volgens 
III, G tevens het zwaartepunt van den driehoek, gevormd 
door de toppen dezer driehoeken, d.i. van A Ga Gb Gc. 

Indien de gelijkvormige driehoeken tevens gelijkzijdig 
zijn, hebben wij nu als 

gevolgen 1. Daar AA’/=BB’=C( is ook GGa == GGb 
—=(GGe, en is A Ga Gb Ge ook gelijkzijdig. 

2. De zijden van A GaGb Ge (of hun verlengde) deelen 
de afstanden van O (het snijpunt van AA’, BB’ en CC) tot 
de hoekpunten A, B en C rechthoekig middendoor. Ga Gb 
en Ge zijn nl. de middelpunten der cirkels welke om 
de driehoeken, welke in OQ samenkomen, beschreven 
kunnen worden. 

5. Het is nu eenvoudig om A ABC te construeeren, indien 
in ligging gegeven zijn de drie punten A’, B’ en C’ zijnde 
de toppen der geliĳĳkzijdige driehoeken, die op de zijden 
van ABC beschreven gedacht zijn. _ 

De constructie is uitgevoerd in Fig. 5, waarbij onder- 
steld isdat de gelijkzijdige driehoeken buitenwaarts zijn 
beschreven. 


b 
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Bij binnenwaarts beschreven driehoeken is de uitvoering 
overeenkomstig. 

Op de zijden van den driehoek gevormd door de drie 
gegeven punten A’, B’ en C/ worden gelijkzijdige drie- 


Fig... 


hoeken A.B’C’, B,A/C’ en C,A/’B’ beschreven. De lijnen 
AA, BB, en C,C, bepalen dan de lijnen, waarop de 
hoekpunten A‚ B en C van den gevraagden driehoek ge- 
legen moeten zijn, Is G het zwaartepunt van A A/B’C’, 
dan zullen Ga, Gb en Ge moeten liggen op de lijnen uit 
G evenwijdig aan OA’, OB’ en OC’ getrokken. Die punten 
moeten ook liggen op de lijnen die OA’, OB’ en OC’ 
rechthoekig middendoor deelen. Daarmede zijn Ga, Gb en 
Ge bepaald, en hierdoor A, B en C, omdat de zijden van 
A Ga Gb Ge de afstanden OA, OB en OC middendoor. Ook 
zou men uit Ga, Gb en Ge als middelpunten cirkels kun- 
nen beschrijven met resp. Ga0, GHO en GcO tot straal, 
welke cirkels dan elkaar ên de lijnen A’O, BO en C/O in 
de gevraagde punten A, B en C moeten snijden. 

Is deze constructie reeds eenvoudig, wij zullen later 
zien, dat men nog op een paar andere wijzen — met minder 
omslag — tot het doel kan geraken. > 

(Wordt vervolgd.) 


Wiskundig Tijdschrift, 10e Jaargang. 3 


54 


De Virtueel Parabool in de Correspondentie van Huygens 


DOOR 


J. W. N. LE HEUX, (Breda). 


Li 


De virtueele parabool (Achterkurve, Huit, Lemniscaat 
van Gerono, Besace), een 8-vormige 4e graadskromme, 
heeft vooral uit historisch oogpunt eenige waarde. Om haar 
groepeeren zich vele vraagstukken betreffende de kwa- 
dratuur van vlakke krommen en het oplossen van diffe- 
rentiaalvergelijkingen en wel in een tijd, toen de Fluxie- 
rekening van Newton en de Calculus Differentialis van 
Leibniz de aandacht der wiskundigen in beslag namen. 

Fig. IL. Een belangrijk document bij de 
studie van dit tijdperk vormtde 
correspondentie van Chr. Huy- 
gens en het is zeer zeker de 
moeite loonend hieruit na te 
gaan, welke onverwachte be-- 
zwaren zich voordeden bij het 
toepassen van de nieuwe Me- 
thode op de virtueele parabool 
als voorbeeld. Al dadelijk willen 
wij opmerken, dat Huygens zelf 

pi hierbij minder het standpunt 
KP APA VSEN: van den meester, dan wel dat 

Fig. II. van den leerling inneemt: als 
zoodanig spaart hij dan ook zijne kritiek niet. In een brief 
aan den markies de l'Hospital van 22 Oet. 1692 verklaart 
hij dit standpunt aldus: 

„Je scais bien, que ces quadratures des courbes et le 
probleme renversé des Tangentes en bien des occasions 
peuvent estre de fort grande utilité, mais voiant le progres, 
que Mess's Leibniz, Fatio et Newton y avoient faits, devant 
que jy eusse songé, jay tasché plustost de profiter de leur 
travail que de me mettre à chercher-apres eux, sur tout _ 


N 
> 


ed NS 
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depuis que Mr. Fatio m’a fait esperer la publication d’un 
traité de Mr. Newton sur ce sujet, qui, & son avis, en scait 
bien plus que luy et Mr. Leibniz ensemble. 

De eerste brieven, waarin over de virtueele parabool 
wordt gehandeld, zijn van René Francois de Sluse en ge- 
schreven in het najaar van 1657. Er komen twee methoden 
in voor, om punten van de kromme te vinden, een zonder- 
linge meening” omtrent het beloop der lijn, die des te 
merkwaardiger is, omdat een dergelijk feit zich later nog 
eens voordoet bij Leibniz en Newton, en ten slotte de be- 
paling van het oppervlak, welke blijkbaar het eerst door 
de Sluse is verricht. 

Daarna blijft de kwestie jaren lang rusten, tot Huygens 
zelf haar aanhangig maakt door in 1690 aan Leibniz en 
later aan Fatio Dhuilier en de l'Hospital een subtangens 
voor te stellen, die met behulp van de „Methode des tan- 
gentes renversée” tot een virtueele parabool voert. Dit 
gedeelte der correspondentie, waarbij tevens volgens Leib- 
niz, Fermat, Gregory, Barrow, de l’Hospital en Huygens 
de kwadratuur wordt verricht, is het belangrijkste; de 
opmerkingen van de Sluse zijn als inleiding te beschouwen, 
te meer daar ze zich vastknoopen aan de vage omschrij- 
vingen van den doopvader der kromme, den Belgischen 
Jezuïtenpater Gregorius van St. Vincent. 


Een vierdegraadskromme, die symmetrisch is t‚ o. v. de 
X-as, kan in ’t algemeen worden voorgesteld door eene ver- 
gelijking van den vorm y*t + y? p (2) + V (a), waarin p en b 
functies van den tweeden of vierden graad in « zijn. Voor 
het geval v(w) het kwadraat van een kwadratische functie 
X in « is en dus de algemeene verg. luidt y* + 4? p (a) + X° 
kan zij in een handiger vorm geschreven worden nl 
g=V(ir (0) EN) Ve (w)— 4 X) (1). Het nut van 
deze transformatie is het eerst ingezien door Jacob Ber- 
noulli, die haar gebruikte om de door Leibniz voorgestelde 
kromme y*—6a?y? 4x? y? +at=0 te kwadrateeren. 
Lang vóór Bernoulli echter komt reeds een kromme van 
den vorm (Il) in de literatuur voor en het is de genoemde 
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Gregorius van St. Vincent (geb. te Brugge 8 Sept. 1584, 
gest. te Gent 27 Jan. 1667) die haar in zijn „Opus geome- 
triceum quadraturae ecirculi” (1647) inleidt. De dáár behan- 
delde lijnen y= (ar Hb) + V(a;m +6) worden door hem 
virtueele parabolen genoemd en hebben sindsdien hun 
naam behouden. 

Nu kenmerkt zich het Opus Geometricum „le gros livre, 
qui est extrememt long et ennyeux”, zooals Mersenne 
een jaar na het verschijnen ervan aan Huygens schrijft, 
door groote onduidelijkheid — dit, gevoegd bij de mislukte 
poging van den schrijver om den cirkel te kwadrateeren, 
heeft ertoe bijgedragen, dat Gregorius, hoezeer ook ge- 
prezen door latere wiskundigen als Chasles, Montucla en 
vooral Quetelet, door zijne tijdgenooten, met uitzondering 
van Huygens en Leibniz, niet op de rechte waarde is 
geschat en deze feiten verklaren weer de onjuistheden 
en de ongunstige kritiek, welke wij vinden in de brieven 
van de Sluse over de virtueele parabool. 

In den eersten brief (4 Sept. 1657), waarin de Sluse de 
aandacht van Huygens op de genoemde kromme vestigt, 
heet het al dadelijk, dat Gregorius haren aard geenszins 
heeft begrepen, zooals eene latere berekening wel zal 
aantoonen. Na deze opmerking doet het eenigszins zonder- 
ling aan, de Sluse in een volgend schrijven (27 Sept.) zelf 
te hooren beweren, dat de kromme hem toeschijnt te zijn 
samengesteld uit slecht samenhangende deelen van ver- 
schillende kromme lijnen ! — waarop Huygens antwoordt, 
dat dit dan toch andere lijnen dan kegelsneden moeten 
zijn. Overigens blijkt Huygens niet voldoende op de hoogte 
van het onderwerp, hij heeft het werk van Gregorius aan 
een kennis uitgeleend en ziet bovendien niet in, waarom 
deze parabolen zooveel belangrijker dan andere kromme 
lijnen kunnen zijn. 

Op 19 Oet. zendt de Sluse eene teekening (zie fig. II) 
en eenige nadere bijzonderheden. Om de juistheid hiervan 
te onderzoeken is in fig. 1 de virtueele parabool geteekend, 
die hij blijkbaar op het oog had: de verschillen springen 
dan dadelijk in het oog. De kromme is hier opgevat als 
resultaat van een vraagstuk uit de kinematische meet- 
kunde, nl. de baan te bepalen van een punt, dat aan twee 
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harmonische bewegingen deelneemt, wier snelheden zich 
verhouden als 1:2. Van het phaseverschil dier bewegingen 
zal het athangen, welke vorm de kromme aanneemt. 
Stellen we haar voor door 


x= p Cos (pe — U), y =q COS 2p, 
dan volgt hieruit de algemeene verg. 
/ Mies 
pe gy q ĳ) 
xp Cos C V ( 27 ) + p sin CV ( Dek 
Nemen we hier C=o, p=qv?2 dan krijgen we de 


parabool L 
at hed 
za? j EON 
nemen we C = 5 ‚ p —?gq, dan ontstaat de 8-vormige kromme 
eek / qHy Z / dba) 
e= 3e ) ave V( À Js) 


waarbij de wortels het dubbele voorteeken hebben. Beide 
krommen zijn in fig. [ geteekend. Dat deze lijnen werke- 
lijk bedoeld zijn, volgt uit den regel, dien de Sluse in bo- 
vengenoemden brief geeft, om punten van de kromme te 
vinden. Hij schrijft nl. Ratio quadrati LO ad quadratum 
IR, quae planoplani ex differentia quadratorum CA, AO, 
in quadratum AO ad planoplanum ex differentia quadra- 
torum CA AR, in quadratum AR, *) dus 


LO? (CA? — A0?°) AO? 
IR? (CA? — AR?) AR? 


Nuis LO =gqgsIR==y, CA=p=2g AO =qgV2 AR, 


*) Hier wordt blijkbaar de door Franciscus Viéta (1540 —- 1603) 
ingevoerde nomenclatuur gebruikt: het woord „in” duidt eene 
vermenigvuldiging aan, terwijl „planoplanum” een der zes homogene 
coëfficienten : Latus, Planum, Solidum, Planoplanum, Planosolidum, 
Solidumsolidum is. De vertaling is dus: 

het kwadraat van LO staat tot het kwadraat van IR, als het 
verschil der kwadraten van CA en AO, vermenigvuldigd met het 
kwadraat van AO staat tot het verschil der kwadraten van CA 
en AR vermenigvuldigd met het kwadraat van AR. 
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dus na herleiding 4q° y? =(4g?° —x°)x® welke vergel. 
blijkbaar dezelfde is als IIL. Gemakkelijk ziet men verder 
uit (II) en (III) in, dat ook de opmerking van de Sluse- 
(en van Gregorius), dat de parabool II alle koorden van 
de virtueele parabool (III) die evenwijdig aan de X-as 
worden getrokken, middendoordeelt, juist is. Het opper- 
vlak, zegt de Sluse verder, staat tot dat van het omge- 
schreven parallelogram als 2 :3 (in ratione subsesquialtera). 
„Dit volgt oogenblikkelijk uit den vorm van de vergelij- 
king”, antwoordt Huygens op 2 Nov. „en pater Gregorius 
toont het in zijn boek 5i aan.” 

Maar de Sluse behoudt de prioriteit voor zich: vóór ik 
het werk van Gregorius had gezien, had ik dit al gevonden, 
schrijft hij nog in November terug. 

Eigenaardig is nog eens weer in den brief van 9 Oct. 
de beschrijving van het beloop der virtueele parabool en 
daar Huygens uitdrukkelijk opmerkt, dat pater Gregorius 
niets zegt over een samengesteld zijn uit verschillende 
slecht aaneensluitende gedeelten, komt deze opvatting, 
blijkbaar voor rekening van de Sluse. Deze zegt dan : Het 
gedeelte LC is gelijk aan het gedeelte CX (zie fig. II): bij 
À begint een boog AY, die weer gelijk is aan CX. (Deze 
fout wordt in een brief van 23 Oct. hersteld.) XCLAY is 
niet één enkele lijn, zooals P/CKAN, maar ze is samenge- 
steld uit omgekeerde cirkelsegmenten. En na deze mede- 
deeling trekt hij nog eens te velde tegen Gregorius, die 
zooveel beter zou gedaan hebben, gebruik te maken van 
de analyse, ook in zijne andere werken: deze zouden dan 
grooter van waarde en kleiner van inhoud zijn geworden. 

Ten slotte komt in de laatste brief van de Sluse over 
dit onderwerp (Nov. 1651) nog een constructie van de 
kromme voor. Deze komt op het volgende neer (zie fig. I). 
Zet vanaf de parabool LPS op lijnen // X-as naar links 
en rechts gelijke stukken ZI af, zóódanig, dat 


ZENSDY 
BA 
De punten 1 liggen dan op een virtueele parabool. Nemen 


we P als oorsprong van een rechthoekig stelsel, PD als 
Y-as, PR als X-as, dan wordt de parabool LHP voorgesteld 
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door #—=qh2eosp, y=2geos?p. De waarden gesubsti- 
tueerd in de gegeven verhouding, geeft: 
DP — PV 


den Ze 2q cos* p aen in? 
ZI° = DP CA —(1— 2 )ag? =4g? sin’ 


dus ZI =?2g sin p. 
De virtueele parabool wordt dus voorgesteld door 

| a=—=qv2eoset2gsinp | 
y= 2q cos* p | 

of op het stelsel MAD door 
| L=qV2eosp + 2q sin p 
‚_y=qeos 20 

en deze laatste lijn is van den vorm 


x= p COS (p — C) 
y=q COS 2p 


welke wij hebben leeren kennen als de meest algemeene ver- 
gelijking. Men zij erop bedacht, dat in dit laatste voorbeeld 


het dubbelpunt niet in A ligt, daar C verschilt van 5 
is de afstand Zl in dit geval dus grooter of kleiner dan in fig. I. 


(Wordt vervolgd.) 


feitelijk 
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De congruentie van Fermat en Euler (l) ” 


DOOR 


C KREDIET (Rotterdam.) 


1. Wanneer P=A X4q, 42 4e jp waarin q,, 92, Qe 07, 


verschillende ondeelbare getallen en A alleen de factoren 
Q19Z2r 3 +++, heeft, dan is 


p(P)=A X (q1 — D (qa — D(qs — Dap D 
en is 
afk) — 1 ==0 (mod P) 
de congruentie van Euler. 
Wij hebben in ons vorig opstel aangetoond dat de ex- 
ponent van a belangrijk verlaagd kan worden. Wij hebben 
te nemen het KGV van (q, — 1), (q2 — 1), (qs — 1), (gy, — 1) 


en A en dit KGV hebben wij N genoemd. Bevat echter 
P n factoren 2, waarbij n>»2 dan zal men N nog door 2 
kunnen deelen. Wij zullen in het verdere aannemen dat, 
in casu, die deeling heeft plaats gehad. De congruentie 


aN A =O (modP)enr 
zullen wij nu verder de congruentie van Euler noemen. 
De congruentie (1) heeft dus o(P) wortels. Die wortels, 
welke wel behooren bij (1), doch die geen wortels zijn van 
een congruentie van denzelfden vorm, doch met exponent 
kleiner dan N, zullen wij de primitieve wortels van (1) 
noemen. Wij zullen in dit opstel nagaan, ‘hoe wij die pri- 
mitieve wortels kunnen vinden, als wij de primitieve 
wortels van de congruenties van Fermat en de daarbij 
behoorende eycli (zie ons vorig opstel in dit tijdschrift) 
als bekend aannemen. 


2. Is P=2® dan ie p(P)—2 Len NeAis 
De congruentie (1) is dus 


a 1=0 (mod, 25 SN 


*) Zie Jen jaargang, bladz. 14. 
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Wij hebben door ontbinding in factoren 


Be a Da a Hat tir(a SLI) 


De wortels van (1) zijn in het geval, dat ons bezig houdt, 
de oneven getallen kleiner dan P. Elke evenmacht van 
een oneven getal is een 4-voud +1. Van af den factor 
a? +1 zijn dus alle factoren deelbaar door 2, doch door 
geen hoogere macht van 2. (a—1l) en (a +1) zijn twee op- 
„volgende even getallen en dus is hun product altijd deel- 
baar door 23. Daarom is het geheele product altijd deel- 


baar door 2, zooals vroeger op andere wijze is aangetoond. 


Alleen dan als a=b.2? —1 of —b. 41, waarin p 3of 
meer is en b willekeurig, zal het product deelbaar zijn 


door Sark ard of rt ene en zal deze waarde van a 
een wortel zijn van een congruentie van lageren graad 
nl. van 


gr B _1 =0(mod P). 


Hieruit volgt dat 3 een primitieve wortel is van alle 
congruenties (2), welke ook de waarde van „ is. De cycli 
zijn nu zeer eenvoudig op te bouwen, want door bij straal 
no. Ì +3 te plaatsen en daarmede ééne cyclus te vullen, 


krijgen wij reeds pees wortels. Aan de stralen 
van de rangnummers, die wel door 2 maar niet door 4 
deelbaar zijn, komen nu de getallen van den vorigen cyclus 
met tegengesteld teeken vormende deze met de getallen 
aan de stralen, met een door 4 deelbaar rangnummer een 


tweeden cyclus met gt nieuwe wortels. Een cyclus van 


weder de helft van de vorige verkrijgt men door aan de 
stralen met een door 4 en niet door 8 deelbaar rangnum- 
mer de wortels te plaatsen tegengesteld aan die, welke 
er reeds staan, enz. De wortel — 1 komt te staan aan 


den straal met rangnummer 3 en hij vormt met + 1 


den laatsten cyclus. Aan dezen straal zijn dus 3 wortels 
geplaatst, aan straal no. 0 de wortel +1 en aan alle 
overige 2. Voor n= en dus P—=128 krijgen wij dus het 
beeld van fig. 1. 
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3. Nemen wij als 2e geval P=g waarbij q een ondeel- 
baar getal. 


Wij nemen eerst r =2. In dit geval is o (P)=gq(q—l) 
en wij vinden evenzoo N=q(q—l). De optebouwen cy- 
clus bij de congruentie 

al 10 (mod 9%) 
heeft dus evenveel wortels als haren graad aangeeft en 
aan elken straal hebben wij dus slechts één wortel te 
plaatsen. 

Zij nu a, een primitieve wortel van deze congruentie, 


dan is a, ook een primitieve wortel van de congruentie 
van Fermat,voor den modulusg als wij haar eerst verminderen 


met hetnaastbijgelegen veelvoud van q. Immers wasa, —1=0 
(mod. q) waarbij deeler van q—1 dan is a, —=mq+1 te 


stellen en dan is a, 1 =(1 + mg)? =1 4 mg? + Ns ZOO- 
dat dan a, een primitieven wortel blijkt te zijn van 


al" —1==0(modg?) welke exponent deeler is van q (q—1). 
Is nu a, =m;q +a, dan is nog niet zeker dat a, primi- 


tieve wortel is van de congruentie at d l)_ 10 (mod q°). 
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Zij kan een primitieve wortel zijn van ati 10 (mod q°). 
Wij hebben dan 


Eds | Eg | a—2 
IR, af (qa? Mid 


Alle termen, bedoeld onder .………., zijn deelbaar door q?. 
Wij hebben dus na te gaan wanneer of 


Ee 2 î 
at Et ge? mg =O (mod q®) 


of wanneer : 
Aaen 1 — a ‚mg =0 (mod q°). 
Daar «,‚ onderling ondeelbaar is met q kunnen wij hier- 
voor stellen 


a? ri ee a, PT bmg =O (mod q°) 
en dus omdat Be — 1 een g-voud is 
ad —a, — mig =O (mod q?). 


Zij nu a, ee pq dan is noodig en voldoende 
pa, —m;=0 (mod g). 
Hierbij mogen wij wederom p met het dichtstbijgelegen 
q-voud verminderen en is het verschil daarmede p, dan 


is de voorwaarde 
Pi % — Mm, =O (mod q). 


Deelen wij dus wedn door q? dan zal de rest een q-voud 
zijn en zooals onmiddellijk duidelijk is, is die rest gelijk 
aan p‚q. Daarmede is p,‚ gevonden en dus ook de waarde 
van m,. Beneden q is er slechts ééne waarde m,, die 
aan de voorwaarde voldoet. De primitieve wortel «, van 
de congruentie van Fermat zoude leveren de primitieve 
wortels a,, qHa,, 2g Ha, mg Har...(q—l)g te), 
doeh die ééne moet verworpen worden. Er zijn dus 
(q_—l)e(g—l) primitieve wortels, die aan de eerstge- 
noemde congruentie van Euler voldoen en dit bedrag is p (N). 

Wij weten dat 3 een primitieve wortel is van 7. Nu is 
36 —= 7129 dus is 36 — 1 =7128=— 1 (mod49). Hieruit volgt 
p‚=—l en dus — 3—m,=0 (mod 7) d.i. m,=4. De 
wortel 4 X 1 +3 =—=31 is dus wortel van a — 1 =0 (mod 72). 
De berekening leert dat dit uitkomt; 3, 10, 17, 24, 38, 45 
zijn dus primitieve wortels van af? —1==0(mod49), De 


+4 


cyclus is dus met den wortel 3 geheel op te bouwen. 
De wortels van al —1==0 (mod q°) zijn natuurlijk ook 


wortels van af —1==0 (mod q) en bijgevolg wortels van 
a—1==0(modg); zij zijn dus de getallen 1, 8, enz. 
Zij nu a, een primitieve wortel van de congruentie 


alt 10 (mod q*) 
dan is 


Rt 


Bij verheffing tot een macht ide vinden wij 
r—l 


al Gn H.. 


r—l 
Zoodat a,! _ @-D_ 1 =0gmod q). 
Wij zullen nu aantoonen dat m geen q-voud kan zijn. 
Wij vonden straks 
a, =miq te, 
en dus 
uele Du en MQ Jian sn 
Wij hebben toen de waarde van m, bepaald die maakt 
dat het tweede lid, na vermindering met de eenheid, 
deelbaar is door q°. Deze sluiten wij nu uit. Wij stellen dus 


1 
af =lttg deg? 


en dan is 
1 
aA Dail Haat agt de 
mn Nn a) en ne 
zoodat tq° +... wel veelvoud is van q°, maar niet van 


q° of hoogere macht van q. Wij zien hieruit: Als a, een 
primitieve wortel is van de congruentie 

ata _1=0 (mod q°) 
dan is zij het ook van 


rl 4-1) Fe 
al 4 —i=0(modg ). 
Hiermede is voor elke macht van q een der primitieve 
wortels bepaald en is dus de cyclus voor de congruentie 


van den modulus q’ op te bouwen. Voor elke macht van 
1 is b.v. 3 een primitieve wortel. 
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Nemen wij nog als voorbeeld q=81. Ook hier is 3 een 
primitieve wortel. Bepalen wij nu de rest van de deeling 
van 3%%—1 door 961. Deze is —434 =— 14 X 31, dus is 
te bepalen — 14 X 3 — m, = 0 (mod 31). 


Fig. 2. 


Het blijkt dus dat 3 een primitieve wortel is voor alle 
congruenties 
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r_—l 
at 80 _ {=O (mod31”) 
doch dat + 20 X 31 +3 —= + 325 hiertoe niet behoort. 
Zoo is 2 een primitieve wortel voor alle congruenties 


1 
—1==0(mod5). 


De cycli, die de congruenties voor de moduli q opleveren, 
hebben allen de gedaante van de cycli van Fermat, omdat zij 
aan elken straal slechts één wortel hebben. Als voorbeeld geven 
wij die van 5, 25 en 125 (fig. 2). 

Toch is er een merkwaardig verschil. De primitieve 
wortels van een congruentie van Fermat zijn de wortels 
van de congruentie, die ontstaat als men den primitieven 


deeler f(a) van a?“ congruent stelt met nul voor den 


modulus q. De cycli van den moduli q° geven de primi- 
tieve wortels wel aan de stralen die ranggetallen hebben 


behoorende bij de getallen van pla kg maar het 


zijn geen wortels van den primitieven deeler van 
y— 

at (7-D__ 1. Ontbindt men dezen vorm in zijne een- 

voudigste factoren dan komen daarin voor de primitieve 


ee 
(4 


deelers van al 1-1, 479 DD 1,04 DD 1 enz. en al 
deze primitieve deelers zullen bij substitutie van a =a, 


(waarbij a, een prim. wortel voor den modulus q) een 
waarde opleveren deelbaar door q terwijl hun product 


deelbaar is door q5 a, is dus alleen prim. wortel van 


r—l 
at GTD _ 10 (mod) 
en niet van een der factoren van het eerste lid congruent 


met nul voor den modulus g’. 
(Wordt vervolgd). 
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dur les éléments isolropes 


PAR 
Dr. J. ROSE - Charleroi (Belgique). 


Dans les numéros 2 et 3 de la 7e année de W.T, 
M. J. M. Hillenius a indiqué quelques propriétés intéres- 
santes des droites isotropes et des points cycliques. Il me 
parait utile d'en rappeler quelques autres. 

1. Quand un angle constant (a a’) tourne autour de son 
sommet dans son plan, les deux côtés a et a’ engendrent 
deux faisceaux directement égaux; ils sont de plus projectifs 
car il existe une relation de projeetivite entre les éléments 
correspondants puisgue on peut écrire, ne axes étant 
rectangulaires, 


(1 + aa!) tg V Ha’ —a=0. 
Les éléments doubles de ce faisceau s’obtiennent en 
faisant dans cette relation a =d’; leurs coefficients angu- 
laires sont donnés par 


biede ==0 OU dd 4, 

Done deur faisceauxr directement égaux sont projectifs; leurs 
éléments doubles sont les droites isotropes passant par le centre 
des faisceaux. 

2. Le rapport anharmonique de quatre droites con- 
courantes en 0, de coefficients angulaires 
As — 43 , di — 4 
dz — dz Addy 
Si on prend deux droites réelles a, , a, et les droites 


isotropes passant par leur point de rencontre a; =i, 
d,=—i il vient: 


di, de, Az, A4 ESL (a, 424344) = 


er 
dst az tt (ast) (add) 
‚A, — dp 

1 H-a,ds Hild, —d) MALET As 
1 Ha,as —i(a, —a3) Pegel 
Dl TR 


(a, 424344) = 
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di — ds 

1 +a,43 

liet te Vievatos Vel 2 SIN Nn iv 
l—-itgV  cosV—isinV _— 
c'est la formule de Laguerre. 


Dl ed a par suite deux droites rectan- 
gulaires sont conjuguêées harmoniques par rapport aux droîtes 
tsotropes passant par leur point de rencontre. 


et puisque PU Wes 


(a,dza3di) = 


3. Pour que 4 droites a,, ds, as, d‚ forment une divi- 
sion harmonique, il faut que 


dr 0s Orale 


Az — As Ap — da nn. 
ou 2 (aas +434) = (a, +42) (dz + 44). 
En particulier pour que les deux couples de droites 
A,y? +2Biay d- Cor? =O 


Axy* + 2Bsay + Cox? =0 
Soient conjuguées harmoniques, il faut que 
A,C, + A,C, —2B,B, =0. 
Il s’ensuit pour que les droites (1) soient rectangulaires 


c'est à dire forment une division harmonique avec les 
droites isotropes 


ye Fry Cos nr SO 
6 étant langle des axes, que 
Ai d-C,—2B, cosd=0. 


Or (1) est Yéquation des directions asymptotiques de la 
conigue | 
A1y? +2B,ay + C‚r? +2D,y +2E,r 4 FP, =0; 
Donec (3) exprime la condition pour que cette courbe 
soit une hyperbole équilatère. 


4. Soit le cercle d'équation 
y° + 2ary eos sd Jo? +2 Dy + 2Ex HF =0. 
ses directions asymptotiques sont données par 
y° + 2aoy eos d + x? =0 
done, les asymptotes d'un cercle sont les droites isotropes issues 
du centre; par suite-le cercle passe par les points eycliques. 
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Inversément on démontre facilement que toute courbe du 


second degré qui passe par les points cycliques du plan est 
un cercle. 


5. Les coniques qui ont mêmes foyers sont appelées 
homofocales. Elles ont mêmes tangentes isotropes et for- 
ment un faisceau tangentiel, Les trois coniques dégénérées 
sont formées par les deux couples de foyers situés sur 
un même axe et par les points cycliques. D'autre part, 
on sait que les tangentes menées d’un point aux coniques 
d'un faisceau tangentiel forment une involution. Dans le 
cas des coniques homofocales les droites isotropes sont 
des éléments correspondants; donc l'involution est équi- 
latêre et les rayons doubles sont rectangulaires. 

Par suite, par tout point du plan passent deux coniqes homo- 
focales qui sont orthogonales en ce point. 


6. Si nous considérons les éléments de l'espace, les 
deux plans 
Art tt Biga D, =O nen vern (1) 
APH Bey tzt De=0. «os (2) 
sont perpendiculaires quand 
ArAs + B,B, + CC, =0. 
Biedans cette relation, on fait A, —A,, B,=B;, Cr=6, 
il vient drs Bel Eh ern dd a) 
Done le plan (1) tel que ses coefficients vérifient (8) est 
perpendiculaire à lui-même; c'est un plan isotrope. Il jouit 
des propriétés suivantes qui découlent de sa définition : 
1°. L'angle qw’un plan isotrope fait avec lui-même est 
indéterminé. 
20, La distance d'un point, à un plan isotrope est infinie 
ow indéterminée. 
80, Deux plans perpendiculaires sont conjugués harmonigques 
par rapport auw plans isotropes passant par leur droite 
d’intersection. 


1. Pour que deux droites d’équations 


rn Var Ei 1 
Ë: Tre 1 en Rd 
ten Kl rm 


Wiskundig Tijdschrift, 10e Jaargang. 4 
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soient perpendiculaires, il faut que 
Uil d- m,mp nn =0. 
Si dans cette relation on fait l, =l,, m3 = mi, N= Wi 


on trouve 
U + mì dn = EEE 


Donec la droite (1) telle que ses coefficients directeurs 
verifient la relation (35) est perpendiculaire à elle-même; 
c'est une droite isotrope. Elle jouit des propriétés suivantes : 

1°. La distance d'un point à une droite isotrope est infinie 
ou indéterminée. 

20, La distance de deux points d'une droite isotrope est nulle. 


8. Par un point (#,y‚z,) de l'espace passent une infinité 
de droites isotropes; lune quelconque d’entre elles est 
d'équations 

6 12 4 m2 H-n? =0. 

Un point quelconque de cette droite veérifie l'équation 
obtenue en éliminant /, m,n entre les deux précédentes, 
c'est-à-dire : 

IDE yi EE ER 
qui représente un cône de sommet #,y,2z, ; Cest le lieu 
des droites isotropes issues de ce point. En rendant l'équa- 
tion (1) homogène, u étant la quatrième coordonnée, on a 

(we — U)? + (y — YU) + (2 — 2,4) =O. 

Son intersection avec le plan de linfini w =0 est la 

courbe 
, 

Le cône s'appelle cône isotrope et son intersection avec 
le: plan de linfini s’appelle cercle imaginaire à Vinfini, Ce 
cône peut être considéré également comme une sphèêre de 
rayon nul et de centre (#,y‚z,). Il est aisé de prouver, 
comme plus haut, qwe toutes les sphères de l'espace passent 
par le cercle à linfind et qu'inversément toute surface du second 
degré passant par ce cercle est une sphère. 


9. L'introduetion des notions précédentes permet de 
donner une interprétation élégante des conditions d’ortho- 
gonalité dans l'espace. 


ot 


a. Deux droites. Soient (l,m‚n;), (lymyn,) les coefficients 
directeurs des deux droites; elles seront perpendiculaires 
si lon a 

Uil 4 Mmm + NjNy =0. 

Celle-ci exprime que les droites menées par lorigine 
parallêlement aux droites données sont conjuguées par 
rapport au cône isotrope de même sommet #? Jy? +2? =0. 

Or, un plan quelconque coupe un côÔne et deux droites 
conjuguées suivant une conique et deux points conjuguéês 
par rapport à cette eonique. Donec deux droites rectangulaires 
coupent le plan de l'infini suirant deu points conjuguês par 
rapport au cercle imaginaire à Vinfini. 

b. Deux plans. Si A,B,‚C,, A,B,C, sont leurs coefficients, 
la condition de perpendicularité 

AA, + B,B, + C,C, =0. 
prouve que deur plans perpendiculaires déterminent sur le 
plan de Vinfini deuw droites conjuguées par rapport au cercle 
à Vinfind. 

c. Droite et plan. Dans ce cas, la condition d'orthogonalité 
prouve gw'un plan et une droite perpendiculaires déterminent 
sur le plan de Vinfini une droite et un point conjuguês par 
rapport au cercle à U'infind. 


10. Quelles positions un plan peut-il oecuper par rapport 
à ce cercle? Deux cas peuvent se présenter : 

1°. Le plan est non isotrope; alors il coupe le cercle à 
linfini en deux points qui sont les points cycliques du plan 
considéré. Il y a done dans le plan deux systèmes de 
droites isotropes. 

20, Le plan est isotrope; dans ce cas, il est tangent au 
cercle à linfini; les deux points cycliques du plan sont 
confondus et il n'y a plus qu'une seule direction des droites 
isotropes. En se basant sur la théorie des éléments con- 
jugués par rapport à une conique, on montre aisément que : 

a) toute droite d'un plan isotrope est perpendiculaire à la 
direction isotrope unique du plan ; 

b) toute droite perpendiculaire à un plan isotrope est parallèle 
à la direction isotrope unijue du plan. 

A suwre. 
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Factorigation des grands Nombre ef Applications 


PAR 


A. GERARDIN, 


Correspondant du Ministère de U Instruction Publique, à Nancy. 


Depuis lantiquité, on s’est toujours occupé de l'ímpor- 
tante question de la décomposition des nombres, mais les 
méthodes qui nous sont parvenues ne permettent, en 
général, de trouver une solution qu’après des travaux si 
laborieux que les nombres consécutifs étudiés ne dépassent 
pas huit chiffres. 

Cependant, depuis Landry, cette recherche se perfectionne 
chaque jour un peu dans une voie nouvelle, et je vais 
indiquer ici les résultats auxquels je suis actuellement 
parvenu, en peu de mots, car la place m’est très mesurée, 

Soit à décomposer un nombre N. Je lécris 

(an +-b) (ey +d)=N=ach dt BH-bd … (U) 
par exemple, en remarguant simplement que jamais encore 
on n’a utilisé cette forme avec c#a. J'en déduis 

bey Jada =B pac sn 
ay=Ä—p En 
a°c? ‚p? + 2ac (B + 2bd) p En pan Be) =Z? ‚ “(4) 

En général, toutes les méthodes modernes se ramênent 
à résoudre en entiers positifs, entre certaines limites 
connues, une équation de la forme 

metde ne tr oe 
et la plus petite solution de (5) une fois trouvée, on obtient 
immeédiatement la décomposition cherchée. Les nombres 
factorisés par mes méthodes éditées en 1909 vont jusqu'à 
dix-sept chiffres; celle dont je vais parler peut aller beau- 
coup plus loin, et les applications permettent de décomposer 
sans effort des nombres de formes spéciales ayant plus de 
cent chiffres. En général, pour ces grands nombres, les 
coefficients de (5) sont peu maniables, mais lorsqu’on sait 
employer les formes hA? + kB? = N, on obtient, au moins 
pour mm, un petit nombre. | 

La condition nécessaire et suffisante pour un nombre 
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est seulement nécessaire pour le nombre suivant d'une 
même forme, et l'adjonetion de quelques résultats à la 
suite la rend suffisante; les premiers résultats acquis ne 
sont jamais perdus. 

Je suis, d'autre part, arrivé pour certains nombres à des 
éguations doubles de même forme, et laccélération des 
calculs est alors énorme. 

Le procédé que j'explique ici est actuellement cent fois 
plus rapide au moins que tous les autres connus à ce jour 
pour trouver la plus petite solution de l'équation (5). Voici 
le mécanisme de l'opération, demandant seulement une 
table de résidus quadratiques 

Soit à décomposer N= 1050H +671 à l'aide des formes 

N=a? —5b? = (a + 5x)? —5y?®. 

L’équation obtenue est alors; 

De? + Zar Jb? =y?. 

Si N==40014071, en extrayant la racine carrée, on trouve 

au premier essai 
N= b3202 5202 d'où a—= 6326, b==20 
DE er 2On2 SAN en ea (6) 

On voit facilement que si x est pair dans (6), y? peut 
être égal à 81, le nombre t étant un triangulaire quel- 
congue; mais si e=?2h1, le deuxième membre serait 
de la forme 4M +2, ce qui est impossible. On a donc 
seulement «# pair. Je prends une bande de papier quadrillé 
d'une unité de largeur et de p unités de longueur; pour 
la fig. (1), on aura p=16. Je représenterai un nombre 


[Décomposition de 40 014 071 |] 


[mod. 2] 
[mod. 3] 
(mod. 7] 
[mod. 25] 


Fig. 4. 


impossible par une case noire, et un nombre possible par 
une case blanche: la première ligne, de module 2, sera 
donc périodiquement blanc, noir,... Pour le module 3, en 
enlevant du premier membre de (6) tous les multiples de 3, 


D4 


il reste 2? JJ 1#2 (mod. 3), puisque 2 est un non-résidu 
quadratique; done # =3f + 0,1; et la bande périodique de 
mod. 3 sera: blanc, blanc, noir, .… 

J'ai supprimé les mod. premiers 5 et 11, qui ne donnent 
aucune impossibilité nouvelle dans les limites de la fig. 

Les bandes modulaires se construisent ainsi très simple- 
ment, mais il faut noter ici une chose importante: c'est 
que dans ma méthode, ces bandes servent à des infinités 
de nombres, tandis que dans d'autres procédés plus récents, 
il faut, pour chaque nombre, construire des bandes ou des 
chaines, ce qui prendrait souvent beaucoup de temps. 

On obtient ainsi la fig. (1); si Pon a pris assez de mo- 
dules dans chaque cas, il n'y aura plus qu’à chercher les 
colonnes entièrement blanches. Ici, nous lisons dans la 
ligne intitulée Série naturelle des Nombres en face des deux 
colonnes blanches du cliché les nombres 0 et 4. La première 
est inadmissible; mais la valeur #=4 donne la solution; 
on a, en effet, en appelant f un des facteurs de N, les 
résultats suivants: 

N =40 014071, H==38108, 
N == 68262 — 5.29? =6346* — 5.227? 
fj, N = 4091. 9781. 
On aurait aussi bien pu partir de 

N == (102 4-1) (10y HI) 4e SN 

vty=l0P +71, ay — 400 140 — P 
mais on n’aurait trouvé la solution qu’à P == 188. Cet incon- 
vénient disparaît, en général, avec emploi d'une machine, 
si la mise en train est à peu prês la même, car on arrive 
facilement à étudier dix millions de nombres par jour; on 
voit qu’avec cette vitesse, la machine une fois amorcée, 
le procédé initial importe peu. Mais il en est tout autrement 
pour un chercheur qui dispose seulement de bandes de 
papier ou de réglettes en bois. Le flair est sans doute ici 
le plus gros atout. Il faut d’abord savoir si le nombre 
étudié a une forme spéciale; ensuite, quelques essais 
préliminaires dans les équations du genre (1) s’imposent ; 
ce sont mes facteurs exceptionnels de 1909, correspondant 
aux cas de « ou y égaux à 0,1 ou 2. Il y aurait des cen- 
taines de remarques, de trucs ou de ficelles à signaler, et 
seuls des speécialistes, qui depuis des années se sont 
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successivement butés à ces impasses et qui peu à peu 
sont parvenus à en sortir et à trouver un sentier nouveau, 
sont à même d’indiquer les premières voies déblayées qui 
permettront d'avancer dans ces routes inexplorées et de 
continuer ces recherches si captivantes, dont l'utilité appa- 
raît chaque jour plus grande. 

C'est seulement dans un fort volume sur la matière qu’il 
me serait permis de dire ce que mes recherches sur ces 
questions m’ont amené à élucider, Je ne puis en donner 
ici qu'un très bref apercu. 

La fig. (1) est une condition nécessaire pour tous les 
autres nombres de la forme. Je vais citer ici un exemple 
choisi au hasard dans chacune des trois autres séries in- 
finies de solutions de cette question, lorsque b=l, et 
admettant tous la solution @=4 


N= 2831211, H == 269 632, 
N= 16 8262 —5,12 =168462 —5.367? 
rd ee ef Neste 100 4 3109 
Voiei maintenant un nombre de treize chiffres: 
N==8312644 098 571, FES 212041 098, 
N=1836 4162 —5.1? =1836 496? —5. 38332 
beke kms gt B Nee ll dode 6e dE 1D9: 


Enfin un nombre de 28 chiffres décomposé en quelques 
minutes : 

N =1 437 450 977 665 700 250 192 205 711, 

N =87 913 730 727 3462 —5.1? 

—öl 913 130 727 3662 —5.17 415 7932. 

La fig. (1) servira ainsi pour une infinité de nombres 
dont on sait trouver les formes générales. Il faut noter 
aussi que N et f ont au moins un facteur commun, en 
général. 

Je vais dire ici quelques mots d'une de mes machines, 
destinées à chercher même automatiquement la colonne 
. blanche indicatrice de la solution. Je suppose un système 
de deux ecylindres identiques, parallêles, ressemblant à des 
rouleaux de cimentiers, maintenus par un cadre. Les bandes 
modulaires en métal sont étalées sur les deux cylindres 
et la partie plane qui nous apparait est celle d'un cliché 
de 200 unités de long. Un seul cylindre, à manivelle, est 
directeur. On met la machine au point mort, qui est la 
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limite inférieure du problème, ici zéro, et il reste à faire 
tourner la manivelle à la main ou au moteur, jusqu’à la 
solution blanche, que lon peut noter de différentes facons. 

J’élimine certains modules, et mes bandes sont presque 
égales; sinon, l'encombrement serait excessif, les bandes 
pourraient s’enchevêtrer, la vitesse serait bien inférieure, 
le temps d’amorcage bien trop long .… 

J’étudie de nouveaux modèles de machines (ressorts, 
index, cylindres supprimés...) 

La fig. (2) est un exemple de factorisation par la méthode 
de BIRCH. Soit N=209. On doit avoir 209x +1=y?®. La 


[209x + 1 =y?: méthode Brror]. 


[mod. 8] 
Lmod. 5] 
Lmod. 7] 
[mod. 9) 


plus petite solution est #=15, ee qui donne 209 = 11.19. 
Ce procédé est intéressant pour certains nombres, mais il 
est parfois inabordable, ainsi pour 2047. 

La fig. (3) sert à donner d’abord les nombres premiers 
de la forme N == 2024 + 1, comprenant les facteurs possibles 


[Tableau des 2024 J- 11. 


ols le, 3lslsjej7 je) 9 porn 
EE Ee MN 


de 2101 — 1 pour f=8h A1) 106, et ensuite la composition 
des autres nombres N. Ce procédé, que j'ai expliqué en 
Décembre 1912, est très simple, et il n’utilise pas les résidus 


DT 


guadratigues, On voit ainsi que N est premier pour 
en Onee ea OU RDIEN EN —1,-007,- 809: 1215. cabPour 
les N ecomposés, il suffit de lire le module écrit en face 
de chaque case noire. 

Ainsi 202 == 2228 O(mod: 313,19). 

Ce procédé est bon pour établir des tables ou étudier 
des problèmes spéciaux; mais la première méthode reste 
toujours préférable en général. 

II me reste à dire quelques mots sur certaines éqüations 
intimement liées à l'Analyse Indéterminée; j'ai, par 
exemple, toutes les solutions de 

Gels 2 OPE Uit etn dre en 0) 
les nombres d'où elles découlent ont 2 facteurs évidents; 
mais les facteurs qui restent, presque toujours abandonnés 
à leur malheureux sort, méritent souvent plus de considé- 
ration ! 

Exemple: Chercher les solutions entières de 

ER el te Mt en AC) 

[u + 374 J- 1 =y? et Factor. de 1365]. 


Serie Nat. En EE EN EE EN en ee 


[mod 8] Ge ER SE Mm B. ER B B 
[mod. 11] ic El RAe) Eb Kad n__n 

[moa 17) A EN EN Ke „En, en" 
(mod. 9/ En 5 í ee) 
(mod. 2] ú MA BEEN ee BAND 


[mod. 49) Ge le ate Kmanca BEE) 
Fig. 4. 


Il suffit de lire sur la fig. (4) suffisamment prolongée, où 
— u, = %, + 37 


dk Oo ar ao en La A0 325 
—% | 3{ 40 45 48 69 88 133 360 


leallonlde Zonde Old 113-341 


Je citerai des exemples où l'on peut trouver plusieurs 
solutions par le calcul mental; ainsi 
2 J- (210, 4-23) # +1 =y? 
admet les réponses suivantes: 
Ben Olt lire TOL Oe PL 102512 23100120, 5% 
==. SOL HD, 140/ + 17,...11 02542 + 2415! + 131,.., etc, 
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Je puis indiquer, comme solutions générales de (8) 
ow a=af— yd, 
y=ayd A8, b=ay= pd. 

Ainsi, pour 'équation (9) 


Si a, @, y, ò est une solution connue, A, B, C, D, en sera 
une autre, avec 
A=ò, By, C=f, Dd, Ke 
J'étudie encore d'autres nouveaux types três intéressants, 
soit pour la factorisation, soit pour l’Analyse Indéterminée 
proprement dite, espérant que l'Avenir fournira aux cher- 
cheurs des questions générales d'un intérêt grandissant. 


APPLICATIONS. 


Les procédés meéeaniques que je viens d’exposer per- 
mettent déjà de résoudre avec une grande vitesse un 
certain nombre de questions importantes, mais il ne faut 
pas seulement mettre entre les mains du mathématicien 
une machine automatique dont l'usage constant diminuerait 
ses facultés investigatrices. [l faut savoir utiliser sa machine 
et généraliser les premiers résultats obtenus. Je vais en 
donner ici un exemple. 


Résoudre (22)t +1==0 (mod, XY) 
Je pose 
N= (2) 1 =(4r? Hej 220)? 
== (4? H-2p H- 1)? 2 (2u)2 


d'où 'éguation 
Epl)? +iplptlij=u?. .. .- (2) 


Ip, 


J'ai ainsi une décomposition de N sous la forme A? — 2B? 
et il suffit d'un trouver une autre C?—2D?, avec les 
limites de TCHEBYCHEFF ; la méthode classique permet alors 
de dire que f? —?2g? contient un facteur de N, avec 

fre EL 


GEBED 

Le procédé actuel va donner des facteurs généraux 
beaucoup plus élégants, et d'une facon très rapide. Je 
suppose, en effet, p=l dans (2, d'où 


u2 —3r =l 
Dn OTE 1D gr hd 
dT ed U„1= 40, Lo 
BENE Gd Wes ON A Bt ll kT 241 
IR 1 241 =2.112—1? 


or 3=1—4 et 1l=71 44. On volt done que les deux fac- 
teurs généraux sont 
2(et-u?—p? et 2u) —p?. 

J'ajoute ici, en passant, 2 identités algébriques, suite 
naturelle de cette explication, et que je dédie à notre 
regretté collègue et ami disparu GASTON TARRY 
(Aar? Hp 12 Hp? =(2a)t 1 H (24)? + (200)? L_® 
p? H (2u)? H(A? Hp 1)? = (Aa? 2p H 12 (202 1 

De même, si dans (2) on pose p=(2+-1)?, on aura 
u=4v? F3r 1 et lidentité homogêne suivante aux deux 
premiers degrés simultanés 

[tt 29) + [122  8fg + 39° |= (4) 
[Bf 2 6fg J- 29°] H [Alg Af —g| [82 F AfgH29°] | 
Le nombre suivant a été décomposé en 45 secondes: 
N =418* + 1 =30 528 476 111 = 46817 X 652 081, 
avec pl SGM 

L’égquation (2) peut être résolue de plusieurs manières. 
Je puis d’abord supposer p connu, et en tirer des équations 
de Fermat; ainsi p=—=l, 8, 9, 13, 16,... donneront des solu- 
tions de (2). Je puis aussi supposer p =?2m? 42m, et par 
E22 — F2 =m(ml1) (2m? +2m+1), jobtiens 4 formes pour 
u et a. Avee de simples changements de variables, il est 
facile de trouver des résultats nouveaux; on a ainsi: 

la? 302]! + [4a]* =0 [mod. P. Q.] 

P —= (Ba? J- 228 J 30°)? — 2 (22? J 23)? ane BRO) 

Q,=(3x? — afd J 302) —2 (Za? — 2a3)? 
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Soit, par exemple, 2 =100 et a=l: 
N == 30 0014 + 20° = 810 108 031 000 120 001 
— 912 139 601 X 888 140 401. 
ainsi que 
615 15010513 (26615 022 
—=2 X 17 X241 X 4481 X 5 259 413 

trouvées en quelques minutes par M.L. CHANzY, un de 
mes dévoués collaborateurs. | 

Il est facile de trouver certaines solutions générales du 
8e degré et les changements de variables imaginaires 
donneront de beaux résultats. On peut ainsi décomposer 

26328 + 25938 avec a —= 2209, B =7184, 
1U198 H- 78968 aver a —=6627, 2 —= 2352, etc. | 

Il suffira de trouver ici des solutions, même fraction- 

naires, de 
2mn (m? — 3n?) =G? 

pour obtenir, à l'aide de (5), des factorisations de h® + k®. 

Je pose encore 4p(pd-1)=12, 62, 352, 2042 etsen 
déduis des séries infinies pour a et u. 

Enfin, en supposant a connu et p indéterminé, on aura 
Yéqguation suivante où, en général, p est toujours différent 


De 283 08E: É 
pe Ada HIjp tatu. 6) 


(@p + M)? +2 (24)? = M? 2 (2u) 
avec M =4a? +1. 

En posant a—=48 dans (6), on aura 

N =96* +1 =84 934 651 
p? + I217p + 4608 = 2u? 

La plus petite olen est p=8, w= 198, ce qui donne 

la factorisation complête cherchée 
N=41 X 131 X 15 121. 

Les méthodes précédemment expliquées permettent de 
décomposer à simple lecture des nombres N=zt 1 tels 
que z=2, 4, 8, 12, 14, 30, 50, 64, 66, 96, 112, 146, 118, 284, 
418, ete... et des nombres beaucoup plus importants, 
sans aucune difficulté. 


‚d'où 


hid 
ke 
Pour terminer, je signale quelques sujets d’étude choisis, 
dont la solution ou l'impossibilité sera gratifiee d'un prix 
spécial. 
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1°. Chercher à factoriser D,. Ce nombre, facteur du 
nombre de Fermat 251? +1 en estle quotient par 37 . 2161. 
Le produit cherché est sans doute de la forme 
(240 + 97) (240y + 167) 
chacun de ces diverseurs propres étant aussi de la forme 
2048h +1. 


20, Pour les nombres de Mersenne 2° — 1, avec a premier 
(257, Jai indiqué en 1909 une loi empirique comprenant 
14 cas dont 11 sont vérifiés, Il en reste done 3 à étudier 
Si @=24k +23 le plus petit diviseur d égale 48l + 47, 
Merde pour x —=23, 41,71, 191 et 230 er sia =d lk, 
d est de la forme 24/ + 23 et le plus souvent même 48/23. 
Getpseste vrai pour a Ll, 5983, dal 19 ret 251: Restent 
9 Cas: o—=107, 167 et 227, dont le plus petit diviseur, 
qui est supérieur & un million, serait: 

pour a 107 d —= 5136! + 27183 
ten ie d — 80161 + 355 
Lm d == 108967 + 5903 

La théorie classique donne 128 formes pour les nombres 
de Mersenne, et 9 seulement sont utilisées jusqu’ici. J'ai 
donné leurs lois de fréquence. 


ee 


De heer A. GERARDIN te Nancy beweegt zich bij voor- 
keur op het terrein der rekenkunde. 

Men zie: Association francaise pour l'Avancement des 
Sciences (1911, oplossing van xt + yt +-zt=ut vt dwt; 
opgave van geschriften omtrent het theorema van Fermat 


Ty —=z', en onbepaalde vergelijkingen, 1912 rapport 
betreffende ontbinding in factoren) ; 

L'enseignement mathématique (15 Sept. 1912, methoden 
van oplossing in de rekenkunde, en een instrument om 
een algebraïsche vergelijking op te lossen en getallen te 
ontbinden; 15 Mei 1913, priemgetallen, enz); 

Bulletin de Soc. Philomatique de Paris (1911, onbepaalde 
vergelijkingen) ; 

British Association (Dundee 1912, het vermelde instrument). 

Congres te Cambridge 1912 (geschiedkundige mede- 
deeling en bibliographisch repertorium). 


62 


Ook is hij Directeur-fondateur van het tijdschrift Sphinx- 
Oedipe, dat zich in hoofdzaak beweegt op het gebied der 
rekenkunde. De loopende jaargang bevat o.a. artikelen: 
Des nombres premiers très grands; Ordonnance des nom- 
bres dans les carrés d'Euler diagonaux ; Théorie des formes 
quadratiques; #° +a=y®; L’anathême de Newton contre 
les tourbillons de Descartes; Carrés panmagiques ; Spécu- 
lations diophantines; Une nouvelle construction approchée 
pour z; Un théorême sur les facteurs numériques ; Un peu 
de fantaisie (verschillende onderwerpen); Les principes 
de la Géométrie des noeuds; Les égalités multiples de 
Gaston Tarry; Le quadrilatère de Brahmagupta; Des pro- 
blêmes indéterminés, qui paraissent plus que déterminés. 

Verder een aantal vragen en antwoorden, en biblio- 
graphische aanteekeningen. 


Boekbespreking. 


THEODOR HOFFMANN. Ueber fehlerhafte mathematische 
Ausdrucksweise”. 

Wissenschaftliche Beilage zum Programm des Realgym- 
nasiums mit Realschule zu Zwickau. Ostern 1912, 

Schrijver heeft bij elkander gebracht wat hierover ge- 
schreven is in het 4. f. math. u naturw. Unterricht Band 
1—42. Sommige uitdrukkingen gelden alleen Duitschland, 
andere ook ons. 

Bijv. le moet men zeggen: Laat een loodlijn neer uit P 
op AB, of de loodlijn ? 

2e, het begrip richting ; 3e. bepaling van hoek; 4e. een 
cirkel trekken, en niet: een cirkel beschrijven; 5e. driemaal 
zooveel als, of driemaal meer dan. 


Dr. WALTER REICHEL. Der mathematische Geddchtnisstoff. 

Leipzig. Quelle und Meyer 1918, 0.80 Mark. 

Dit boekje houdt het midden tusschen een leerboek en 
een formule-verzameling. Van de vlakke meetkunde wor- 
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den de voornaamste stellingen genoemd; daarna volgen 
231 constructie opgaven. Van rekenen, algebra en stereo- 
metrie worden alleen de meest gebruikte eigenschappen 
genoemd. 


ADALBERT GRÜTTNER. Die Grundlagen der Geometrographie. 

Leipzig. Quelle und Meyer 1918. 0.80 Mark. 

In het W. T., 6e jaargang, bladz. 137 en vlgd. werd ge- 
sproken over Geometrographie, *) en wel werd op bladz. 
139 een mededeeling vermeld ín een duitsch tijdschrift 
van Dr. A. Grüttner. 

Deze heeft thans bovenstaand boekje geschreven. 

Daarin vermeldt hij, dat hij bij het schrijven van zijn 
tijdschriftartikel niet bekend was met de geschriften van 
Lemoine, maar daarmede kennis maakte tusschen het in- 
zenden en de opname in het tijdschrift. Sedert onderzocht 
hij ook andere ontwerpen voor een geometrographie. De 
bekende meetkundige Steiner roerde in 1883 de zaak aan, 
Lemoine begon zijn studie in 1888. Wiener gaf in een leer- 
boek over beschrijvende meetkunde onderzoekingen omtrent 
de moeielijkheid van een constructie, terwijl hij ook lette 
op tijdverlies door verwisselen van passer met lineaal of 
omgekeerd. De schrijver vergelijkt met elkander de stel- 
sels van Lemoine, Bernès, Mehmke, Grüttner, Papperitz, 
Adler, en noemt de opmerkingen gemaakt in het W. T, 
Gen jaarg., bladz. 142, en die van Godeaux. 

Hij geeft een kritiek, waardoor dadelijk eenige stelsels 
worden geschrapt, en stelt de grondregels vast, waarop 
een geometrographisch stelsel moet berusten. Door proef- 
neming werd de invloed van het verwisselen van passer 
met liniaal bepaald. 

Zijn doel is, het verkrijgen van een stelsel, dat theore- 
tisch goed onderlegd, ook behoorlijk bij de praktijk aan- 
sluit; hij zou een vereeniging van geometrographen wen- 
schen, zooals Hagge en Bodenstedt eenige: jaren geleden 
hebben trachten te stichten. 


DE CANDOLLE-OSTWALD. Zur Geschichte der Wissenschaf- 
ten und der Gelehrten seit zwei Jahrhunderten nebst andere 


*) Men zie ook Zen jaarg., bladz. 106, en Zen jaarg., bladz, 221, 
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Studien über Wissenschaftliche Gegenstiünde insbesondere über 
Vererbung und Selektion beim Menschen. 

„Leipzig, Akademischer Verlagsgesellschaft. 

De natuurhistoricus de Candolle schreef dit werk een 
aantal jaren geleden. In 1911 gaf Ostwald er een duitsche 
vertaling van en voegde het als 2e deel bij zijn werk 
„Grosse Männer, Studien zur Biologie des Genies. 

De Candolle onderzoekt statistisch de erfelijkheid van 
eigenschappen, en de oorzaken, die invloed kunnen uitoe- 
fenen op voortplanting of uitroeiïng van eigenschappen. 

Om de ontwikkeling. van den wetenschappelijken zin 
na te gaan, neemt hij de ledenlijsten van de groote Aka- 
demies als grondslag, nl. van de Académie des Sciences 
te Parijs, de Royal Society te Londen, de Kgl. Akademie 
der Wissenschaften te Berlijn. In het geheel geeft dit 
bijna 400 wetenschappelijke personen, waarvan de natio- 
naliteit genoemd wordt, en den stand en het beroep van 
den vader. 

Een gevolgtrekking is, dat niet zoo zeer wetenschappe- 
lijke aanleg erfelijk is, dan wel het bezit van eigenschap- 
pen, die geschikt maken voor wetenschappelijke studie 
(geheugen, oordeel, wil, volharding, ordelievendheid, lust 
tot waarnemen, lust tot daden, gezond verstand, opmerk- 
zaamheid, enz.) 

Alleen voor wiskunde moeten bijzondere eigenschappen 
aanwezig zijn. 

De invloed wordt nagegaan van bijzondere neigingen, 
van onderwijs en opvoeding, van den godsdienst, van 
familieoverleveringen, van de openbare meening, van den 
aard der regeering, van wetenschappelijke vereenigingen, 
van de grootte van het land, van de spraak, van ligging 
van het land, klimaat en ras. 

Het boek is een zeer merkwaardige studie. 


R. K. HezZLET. Nomography or the Graphic Representation 
of Formulae. The Royal Artillerie Institution, Woolwich, 
1913, 2 sh. 6 d. ) 

Reeds meermalen ís in het W,. T. gesproken over de 
Nomographie van d’Ocagne (Zie len en ben jg. bladz. 201 
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en 184), den tak van graphische wetenschap, welke for- 
mules vervangt door teekeningen, waarop men de onbe- 
kende grootheden op eenvoudige wijze afleest. 

De Heer H. geeft de theorieën van d'Ocagne op beknopte 
wijze weer. Zooals te verwachten was, hecht hij ook groote 
waarde aan de rekenplaten (nomogrammen) met richtpun- 
ten, die slechts enkele verdeelde lijnen bevatten (soms 
niet meer dan drie rechte lijnen). Hij past de theorie toe 
op practische formules, die in Engeland gebruikt worden : 
hoogtebepaling met behulp van thermometer of barometer, 
gewicht van rails, weerstand van treinen, hoeveelheid 
water geleverd door een injector, dikte van waterleiding- 
pijpen, strooming van gas uit pijpen. De rekenplaten zijn 
schetsmatig aangegeven, den lezer wordt overgelaten 
grootere en nauwkeurige platen te teekenen voor de 
formules, die hij noodig mocht hebben. 


bit Buitenlandsche Tijdschriiten. 


t. Geschiedenis van een vraagstuk. *) 


Het eerste vraagstuk, door de Revista aan haar lezers 
opgegeven, was het volgende: 

Zij A een lichtend punt, B een tweede punt, evenals 
het eerste gelegen in het vlak van een gegeven cirkel. 
Men vraagt de mp. der punten M van den cirkel, vanwaar 
de lichtstraal AM in de richting MB wordt teruggekaatst, 
indien de straal des cirkels alle waarden doorloopt. 

Het vraagstuk werd door G. Silvan e. a. opgelost in ’t 
September-nummer 1911: de gevraagde m.p. is een scheeve 
strophoide, gaande door A en B, en met een GEOI 
in ’t middelpunt van den cirkel. 


*) No. 1—14 zijn ontleend aan de „Revista de la Sociedad 
Matemática Espanola”. 

Dit maandtijdschrift in Mei 191l voor het eerst verschenen, 
bevat in bijna elke aflevering een levensbeschrijving van een 
wiskundige, meermalen met portret; verder verhandelingen, boek- 
bespreking, kroniek, vraag en antwoord, opgaven, Het verzameit 
ook woorden en uitdrukkingen, die in de wiskunde gebruikt 
worden, met hun definities, als grondslag voor een woordenboek. 


Wiskundig Tijdschrift, 10e Jaargang. 5) 
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Brocard en Gomes Teixeira voegen eenige opmerkingen 
hieraan toe. Voor één vasten cirkel is dit 't aloude vraag- 
stuk van het cirkelvormig biljart. In bovenstaanden vorm 
werd het voor ’t eerst behandeld door professor van Rees 
(hoogleeraar te Utrecht, 1838—1875), in de „Correspondance 
mathématique de Quételet” (V, 1829, 378). E. Sang gaf 
later in de Transact. of the Edinburgh Royal Soc. (XXVIII, 
1871) hetzelfde in andere inkleeding: Zij A een lichtend 
punt, OK een lijn die wentelt om O. Gevraagd de m.p. 
der punten M van OK, vanwaar de straal AM naar een 
vast punt B wordt teruggekaatst. Gino Loria behandelde 
hetzelfde opnieuw in de Nouv. Ann. de Math. (1897, 262-5). 
De oplossing volgt ook onmiddellijk uit een opgave der 
„Samml.' von Aufgaben (18338—71) van Magnus: De m.p. der 
punten M, vanwaar men de zijden AO en BO van een 
A AOB onder gelijke of supplementaire hoeken ziet, is een 
strophoide. 

Neemt men, in plaats van een cirkel, een vasten bol- 
vormigen (convexen) spiegel met;twee punten er buiten, 
waarvan het eene het lichtpunt, het andere het oog voor- 
stelt, dan heeft men het beroemde vraagstuk van Alhazen, 
waarover o. a. Prof. van Geer schreef in zijne Hugeniana 
Geometrica VII (Nieuw Archief, IX, 1909, blz. 6—38). 
Daar wordt tevens terloops een oplossing van’t vraagstuk 
van Van Rees gegeven (blz. 11 en 12), die aan klaarheid 
en beknoptheid. niets te wenschen overlaat. 


2 Sommeeren van reeksen. 


Indien in een reeks 


Uo, Ui, Uo, Uz, «U peen 
ds Ehr lten 
dan is Sn — Un f Ce + 1) — Wo f(0). 
Zij bijvoorbeeld: 
ante 
datk 


dan is 
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[M= ET 


en de sommatie geeft: 


LCB ere Mdej ets Wld,l) a 


EOD. DA) b(bH1). b-Fmyab1) 7 a—bt1 

Hierin zijn tal van bekende reeksen opgesloten. (Stel 
bijv. a=b-p, of b=adp, waarin p geheel positief, en 
begin bij den pe" term). 

Dergelijke reeksen worden gewoonlijk gesommeerd, 
door elken term te splitsen in een verschil, zoodanig dat 
de aftrekker van elken term gelijk is aan ’t aftrektal van 
den vorigen of volgenden term. Men ziet dat de beide 
methoden equivalent zijn, door te stellen in 1): 


u, f(n)=F (n). 
Dan wordt: uE lr Fel). ie edt A) 


De eerste methode kan de voorkeur verdienen, indien 
de betrekking (1) lichter in het oog valt dan (2). Voorbeelden: 


a) Omi ie1l2.2l... mm! 
[(O= ed Wlan ken 
pe B) m m1 
b) nn TE 
1 
enen Dan 
ind oe HRe 1 
q) PAT cise cost. cop et 


GOS2p . COS Äp 


1 
T cos mp cos (mij 
Ee ; 
En SDE CE 0e on en je: 
sin 2p m sin @ 
Revista 1. Mayo 1911, J. REY PASTOR. 
3 Cheber Benaflah. 


Op het Congres der Spaansche Vereeniging tot bevor- 
dering der wetenschappen te Granada stelde Sr. Cârdenas 
voor, te Sevilla een gedenksteen aan te brengen aan den 
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voet der Giralda, ter eere van „den grooten Mathematicus 
Geber Abul Aflag, den uitvinder der Algebra en den 
bouwmeester der Giralda en der Moskee Kutubia te Fez”. 

Tegen dit voorstel protesteert J. A. Sánchez Pérez, op 
de volgende gronden : 

a) Reeds in de jaren 754—7175 hadden de Arabieren 
een of twee werken over Algebra van de Indiers leeren 
kennen; de wiskundige Abuchafar Mohamed Benmusa, 
bibliothecaris van kalief Almamun, was de eerste Arabier, 
die omtrent 830 een werk schreef over Algebra onder den 
titel: Al-gebr wal mocâbala(=herleidingen en vergelijkingen). 

b) De wiskundige Abu Mohamed Cheber Benaflah van 
Sevilla leefde omstreeks het midden der 12e eeuw ; hij is 
de schrijver van een verhandeling over Sterrekunde, door 
Gerard van Cremona (1114—1187) in ’t Latijn vertaald 
(Gebrii filii affla Hispalensis de Astronomia libri IX). Een 
trigonometrische verhandeling gaat daaraan vooraf, waarin 
de ingewikkelde methodes van Ptolemaeus en Menelaus 
sterk worden gecritiseerd, en verschillende formules op- 
nieuw bewezen; de formule cos B=cosbsinC voor een 
rechth. boldriehoek en de algemeene sinusformule vindt 
men hier voor het eerst. 

ce) Uit geen enkele betrouwbare bron blijkt, dat Chéber 
de Giralda zou hebben gebouwd (begonnen 1184, volein- 
digd 1196). 6 

d) De wiskundige Chéber is niet te verwarren met den 
alchimist Abumusa Cháfar El Sufi (780—840), ook wel ver- 
keerdelijk Cheber genoemd. Van diens werken werd later 
een deel te Leiden gedrukt (Gebri Arabis Chimia enz). 
Een paar handschriften over sferische driehoeken en ster- 
rekunde, berustend in de Bibliothèque Nationale te Parijs, 
worden vermoedelijk ten onrechte aan hem, in plaats van 
aan Cheber, toegeschreven. 

Revista, Noviembre 1911, J. A. SÄNCHEZ PEREZ. 


4, Constructie. 


Een cirkel te construeeren gaande door twee punten 
À en B, en van een gegeven lijn l verwijderd op een af- 
stand gelijk „-maal den straal. P. SANTIN, 
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Zij S het snijpunt der middelloodlijn van AB met /. 
Construeer een hulpeirkel, ten opzichte van S met den 
gevraagden cirkel homothetisch gelegen. 

Revista Marzo 1912, Vv. BURGALETA. 


5. Vraagstuk. 


Met welke 10 gewichten, in één of beide schalen ééner 
balans gelegd, kan men voorwerpen wegen van een wil- 
lekeurig aantal grammen, tot een zeker maximum toe ? 

G. SILVâN. 

Antw. De 10 gewichten vormen een meetkundige reeks, 
te beginnen met 1 Gram, met reden —=83. Het grootste is 
dus 19685 gram, het bedoelde maximum 29524 gram. 

Revista, Febrero 1913. O. FERNANDEZ BANOS. 


6. Een kegelsnede te proiecteeren volgens een cirkel, 
zóó dat de projectie van een gegeven punt binnen de 
kegelsnede het middelpunt van dien cirkel wordt. 

Zij a de poollijn van ’t gegeven punt A ten opzichte der 
kegelsnede, neem daarop twee paren B,B’ en C,C’ van 
harmonische polen. Beschrijf met BB’ en CC’ tot middel- 
lijnen twee boloppervlakken, uit een willekeurig punt P 
van hun snijcirkel projecteere men de kegelsnede en A op 
een vlak, dat evenwijdig loopt aan het vlak door P en a. 

Revista, Marzo 1918. V. NAVARRO CARBONELL. 


1. Eene omvraag aan de leden der Sociedad Matematica 
Espanola. 


In de Februari-aflevering 1913 der Revista wordt het 
volgende onderwerp ter bespreking voorgesteld: 

„sommige wiskundigen zijn van oordeel, dat de klassieke 
methodes ter berekening van oppervlakken en inhouden 
in de Stereometrie hervorming behoeven; zij wijzen bijv. 
op de moeilijkheden bij den overgang van het prisma tot 
de pyramide, bij de inhoudsbepaling van omwentelings- 
figuren, enz. 

Aan die methodes leggen zij ten laste, dat zij moeilijk 
te onthouden zijn, ook voor meer gevorderden in de wis- 
kunde. Zoo verklaart een fransch wiskundige, dat hij niet 
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in staat is te onthouden, hoe men komt tot den inhoud 
van een lichaam, dat ontstaat door wenteling van een 
cirkelsegment om een middellijn. 

Niet alle schrijvers volgen de genoemde methodes. 
Sommigen gaan uit van de stelling van Cavalieri, ..... 
anderen meenen, dat men beter doet eerst de eenvoudig- 
ste beginselen der integraal-rekening te geven. 

Gevraagd wordt aan de leden: welke methode houdt gij 
uit paedagogisch oogpunt voor de beste, en waarom ?” 


Mij dunkt, de hier geuite klacht mag ook weerklank 
vinden in Nederland. In het officieel verslag der examens 
Wiskunde L.O. is er reeds meerdere malen op gewezen, 
dat slechts weinige candidaten in staat waren, de bedoelde 
formules in logische volgorde af te leiden. En wordt die- 
zelfde ervaring niet opgedaan aan Gymnasium en H. B. 5. ? 

Voor de berekening der oppervlakken is wellicht de ge- 
wone methode in de lagere wiskunde een noodzakelijk 
euvel, maar bij inhoudsberekeningen zou veel omslag en 
verwarring vermeden worden, door de stelling van Cava- 
lieri als grondslag te nemen, zooals bijv. de heer Vaes 
doet in zijn Leerboek der Stereometrie, of door eenvoudig 
de evenwijdige schijfjes te sommeeren, en dan tot de 
limiet over te gaan. Het eenig bezwaar, waarop men bij 
die sommatie stuit, is het afleiden der formule 


n 


En? nn 1) nt), 


wat toch ook heel elementair geschieden kan. 
Amsterdam, 7 Juli 1918, DR. JJ. STEINEDUE 


8. Als men den negenpuntscirkel definieert als de cirkel 
gaande door de middens der zijden van een volledigen 
vierhoek, welks hoekpunten zijn de hoekpunten van een 
driehoek en diens orthocentrum, dan kan de volgende 
uitbreiding gegeven worden: 

De punten «, £ en y waar overstaande zijden. van een 
volledigen vierhoek elkander ontmoeten, en de punten 
a, b, ce, p‚ q en r‚, die harmonisch toegevoegd zijn aan de 
punten waar een rechte lijn / de zijden snijdt, wanneer de 


(B! 


niet genoemde hoekpunten van den zeshoek de andere 
paren harmonische punten vormen, liggen op een kegel- 
snede, welke de rechte lijn 4 snijdt in de dubbelpunten 
der involutie, welke de zijden op die lijn bepalen. 

Miquel Vegas in Revista, No. 2, Juni 1911. 


g. Eigenschap van eea rechthoekigen driehoek. 


Als de halve omtrek van een driehoek gelijk is aan de 
som van den straal van den ingeschreven cirkel en een 
middellijn van den omgeschreven cirkel, dan is die drie- 
hoek rechthoekig. 

E. Lemoine in Revista, No. 3, Sept. 1911. 


10, De polaire van een half-kubische parabool ten op- 
zichte van een cirkel uit het brandpunt als middelpunt 
beschreven is een cissoïde. 

F. Gomes Teixeira in Revista, No. 5, Dec. 1911, 


11. De deelbaarheid van een getal N door a X 10° +1 
wordt onderzocht als volgt: 
Als D het getal is gevormd door de „ cijfers rechts en 
Laats, Been A 8 S „ overblijvende cij- 


fers, zoodat N=I X 10° 4D, dan is 


NES ab t0e (moda. 10 eel). 
Om na te gaan of 6854 deelbaar is door 7, beschouwt 
men 7 als factor van 21 (= 2 X10 +1), A (=9 X 10 +1), 
of 301 (3 X 10° +1), en verkrijgt dan: 


modulus 21 mod. 91 mod. 301 
6854 6854 6854 
8 36 162 
617 649 — 94 
14 81 
55 — 17 


De resten zijn niet deelbaar door 7, dus het getal ook niet. 

Roman Ayza in Revista, 1911, bl. 162. 

(Zooals gewoonlijk bij dergelijke berekeningen, vereischt 
de bewerking belangrijk meer tijd dan een onmiddellijke 
deeling). 
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12 Vierkant in een cirkelsector beschreven. 


Trek de lijn OT loodrecht op den straal, die den sector 
OAB middendoordeelt en de raaklijn in T aan den cirkel, 
waarvan de sector deel uitmaakt. Deze raaklijn snijdt het 
verlengde van straal OA in M’; neem op het verlengde 
van TM’ een stuk M’N’ gelijk 2 maal den straal, dan snijdt 
ON’ den boog in een der hoekpunten N van den cirkel. 

V. Burgaleta in Revista, No. 5, Dec. 1911. 


18. Kromtestralen van een tore. 


Bij de tore (@? +-y? +2? —5)? =16 (1 —2°) 
zijn de kromtestralen in het punt (3,0,0), —3 en —l 
Be „ (2,0,1), —1 en — 
ERS „… (1,00), len 
In die punten is de indicatrice achtereenvolgens een 
ellips, een stelsel evenwijdige lijnen, en een hyperbool, 
welker asymptoten samenvallen met de raaklijnen der 
doorsnede (lemniscaat met dubbelpunt) van de tore met 
het vlak #=l. 
Antonio Luna in Revista, No. 17, April 1913. 


14. Doorsneden van een tore met een plat vlak. 


De verschillende vormen der doorsnede worden nage- 


gaan door Lauro Clariana y Ricart in Revista, No. 17, 
April 1913. | 


Man 


VRAAGSTUKKEN 


Oplossingen kunnen worden ingezonden aan den Hoofd- 
redacteur voor 25 Jan. 1914. Nieuwe opgaven, vergezeld van 
de oplossingen, worden gaarne ingewacht. 

Verzoeke het papier slechts aan één kant te beschrijven, en 
voor elke oplossing, en elke nieuwe opgave een afzonderlijk vel 
papier te nemen. 

Inzenders van nieuwe opgaven zouden de redactie veel 
moeite besparen door : | 

le, onder elke opgave hun naam en woonplaats te schrijven, 
dan een ruimte van 6 of 8 c M. open te laten ; 


2e. daarna hun oplossing te laten volgen met opschrift: 
oplossing van. .; 
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3e. boven de oplossing te schrijven: (Met .…… fig.) als dit 
het geval is, en de figuren op een afzonderlijk blad bij te 
voegen, elk voorzien van naam en volgnummer. 

Inzenders van oplossingen zouden eveneens de redactie tege- 
moet komen door te handelen volgens 2e en 3e. 


311. In een A ABC, waarin 3a=b ec, zijn D, B, F de 
punten, waarin de aangeschreven cirkels binnen de hoeken 
A, B, C de zijden BC, BA, AB raken. De lijnen CF en BE 
hebben een snijpunt N. Te bewijzen, dat de lijn van Euler 
van A BNC door D gaat. 

Ostende (België). R. GOORMAGHTIGH. 


312. Gegeven een logarithmische spiraal met pool P. 
Te bewijzen, dat de meetkundige plaats van de punten, 
welker afstanden tot P en tot de kromme gelijk zijn, weder 
een logarithmische spiraal is. R. GOORMAGHTIGH. 


913. Men verbindt een punt P in het vlak van A ABC 
met A, B en C, en richt in P loodlijnen op die verbin- 
dingslijnen op. 

De loodlijn op PA snijdt BC in A’. 


. en Er VO 1 

6 8 Rn nent AB in :C7, 
Bewijs, dat A’, B/, C/ op een rechte lijn liggen. 
Haarlem. H. VAN DEN HEUVEL RIJNDERS. 


314, Verander een n-hoek in een even grooten n—l-hoek, 
die hetzelfde zwaartepunt heeft, en waarvan de zijden 
zooveel mogelijk langs die van den n-hoek vallen. 

H. VAN DEN HEUVEL RIJNDERS. 


315. Zet men van af de hoekpunten van een driehoek 
op de hoogtelijnen in de richting van de overstaande zijde 
stukken af gelijk aan de middellijn van den ingeschreven 
cirkel, dan’ liggen de uiteinden van die stukken met het 
hoogtepunt op een cirkelomtrek. 

H. VAN DEN HEUVEL RIJNDERS. 


316. Een cirkelomtrek is in 10 gelijke deelen verdeeld. 
In dezen cirkel wordt een regelmatige vijfhoek geteekend, 
die 5 der deelpunten tot hoekpunten heeft. Men vraagt 
te bewijzen : | 
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1°. De gegeven cirkel is de negenpuntseirkel van alle 
driehoeken, die twee overstaande zijden van den vijfhoek 
en de raaklijn in het tusschenliggende hoekpunt tot zijden 
hebben. | 

20, De M. P. van de middelpunten der omgeschreven 
cirkels van deze driehoeken is een cirkel, beschreven con- 
centrisch met den gegeven cirkel en met een straal gelijk 
aan de zijde van den in eerstgenoemden cirkel beschreven 
driehoek. 

98°. De machtlijnen der omgeschreven cirkels der ge- 
noemde driehoeken en hun gemeenschappelijken negen- 
puntseirkel zijn de zijden van den vijfhoek, die de snijpunten 
der verlengden der overstaande zijden van den gegeven 
vijfhoek tot hoekpunten heeft. 

Den Haag. D. J. KRUIJTBOSCH. 


911. Als in een boldriehoek de som der hoeken 
A H-B-C==360°, dan is: 

cotg 5 cotg , == — COS C. | 

Charleroi (België). Dr. J. ROSE. 
918. Een driehoek te construeeren, als gegeven zijn de 
zijde a, de hoek gevormd door de zwaartelijn naar b met b, 
en de hoek gevormd door de zwaartelijn naar a met a. 

DR. J. ROSE. 


919 Een driehoek te construeeren, als gegeven zijn het 
zwaartepunt, het middelpunt van den negenpuntscirkel en 


de richting van een der zijden. DR. J. ROSE. 
7 
580. Te bepalen: le. de integraal | 2 log tg « dae 
0 
log x 
Ze D) » rade 
0 
Rotterdam. J. DU SAAR. 


ò8l. Hoe verdeelt een mediaan in een boldriehoek 
het oppervlak van den driehoek ? 
’s Hertogenbosch. J. N. VISSCHERS. 


582. Gegeven een cirkel M,‚, 2 cirkels M,; en M, welke 
M, uitwendig raken, en een 3de cirkel M,, welke M, 
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inwendig raakt. T’,, stelt de lengte van de inwendige 
raaklijn van M, en M,, T,., die van de uitwendige raak- 
lijn van M; en M, voor. Zijn nu t, en t; de lengten van 
de raaklijnen uit het gemeenschappelijk raakpunt P van 
M, en M,‚ aan M,, resp. M, EE dan geldt: 
Teu: Toa tert 
Rotterdam. TAS WERTENBROEK. 
988. Gegeven een Enkel M, en 3 cirkels M,‚, M, en M,, 
welke M, uitwendig raken. T,., en T,., zijn de lengten 
van de uitwendige gemeenschappelijke raaklijnen van M, 
en M,‚, resp. M; en M,, terwijl P het gemeenschappelijk 
raakpunt is van M‚en M,. Zijn nut, en t; de lengten van de 
raaklijnen uit P aan M, resp. M, getrokken, dan geldt: 
Ab srhen AE Am dE J. A. WERTENBROEK. 


584. Gegeven een cirkel M, en 4 cirkels M‚, M,, M; 
en M,, welke dezen cirkel raken. Leid, door gebruik te 
maken van de vraagstukken 370, 582 en 383, een betrekking 
af tusschen 6 gemeenschappelijke raaklijnen van de cirkels 
M,, M‚, M‚ en M; twee aan twee, welke betrekking te be- 
schouwen is als een uitbreiding van destelling van Ptolemeüs 
voor den koordenvierhoek. J. A. WERTENBROEK. 


585. Construeer, door gebruik te maken van de vraag- 
stukken 354, 570 en 385: 

a. een cirkel, welke 3 gegeven cirkels alle op dezelfde 
wijze raakt; 

b. een cirkel, welke 2 gegeven cirkels beide uitwendig 
(inwendig) en een Sden gegeven cirkel inwendig (uit- 
wendig) raakt. 

Hoe worden de constructies, als 1 of 2 cirkels in punten 
zijn overgegaan ? J. A. WERTENBROEK. 


Vraag en Antwoord. 


Antwoord op Vraag 79, bladz. 234, Je je. 
Zooals reeds vroeger werd medegedeeld, is 
Al ZAAIDE ASDAAL2I EX 2128858393. 
Op beknopte wijze kan worden aangetoond, dat deze 
Abn priem zijn. 


H, 
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Vraag &1. Gevraagd wordt de maximumwaarden te bepalen 
van U, als 


dp Ap De, dp 
bren PTR er rg ene 
als | COS L == COS Y COS Z + sin y sin Z coS P 
en «, y en 2 gebonden zijn aan de grenzen 
De GSIE, 1A0P Lys OL OOLEE LEN 

Antwoord. Men kan x,y en z beschouwen als zijden van 
een boldriehoek, waarbij dan p de hoek is over de zijde x. 
Noem de hoeken over y en z resp. A en B, dan geldt: 


COS 2 == COSY COSZH Sin ysinzEOSP . … … « … (1) 
COSY =COSZCOS HI sinzsinwcos A. . . … « (2) 
COS Z=COS#COSY + sinesinyeosB. . . « «… (3) 
sine:siny:sinz=sing:sinÂ:sinB . . . . (4) 

Door (1) te differentieeren naar z, vindt men: 

' ikt 
— sine —— sin ysinzsinp 
dp sin © Bie 1 1 


dr sinysinzsinp sinysinB sinzsin A’ 
Door differentiatie naar y vindt men: 
òp 


Ors OY IN 2 CE 
òp cos y sin 2 Cos p — sin yeosz 
òy. sin y sin z sin p 
Uit (1) volgt: sinzcosp= ier Ee tn 5 
waarmede 
òp _cOSYCOsr—cosz ____ sinasinycos B 
òy _ sin?ysinzsine  ___sin?ysinzsin,’ 
Door middel van (4): 3 4 
Pp REE CPE 
òy __ sinytgB ZD dz sinstenn 
Door de gevonden waarden verder te differentieeren : 
2p d 0) eb SELS A dÂ 
ol ms“ nde 
òB COS y 
en Ee ERD B HSE òy RESTE ytg B 
OO òA COSZ 
dze —_ sinzsin? A HeT BE sin? ztg A 
Ò'p-__ à a te) ES ee 
ddy da \òy sin y sin? B 


ziet 
Be), Lee es aA. 
òxrdz  dr\Àz/  sinzsin?A Ar 
dp ee) Ge bie ssd, 
òyòz òy\dz/ sinzsin?A dy’ 


Ä en B zijn evenals p functies van x,y en z. 
Door cyclische verwisseling vindt men : 


oÂ l „ao 5, l 
de sinztgB’ dm sinwtgA 
tn l Oes 1 
Ene L em inte. 
òA — 1 a B 1 
de PSmetew dz 7 sinysing 
Hierdoor wordt: 
de 1 cos. Â l En cos A cos B 
nt TT inz < sin?Â \ sin xtgB sinysinzsinA sinB sing 
Te 1 RS nh 
dy? sinysin?B ‘“‘sinytge sin?ytg B 
ik 1 B COS p 
T sin? y sin BLCOS4LO8 PT Sn B sin o 


__ cosysin B cos B sin p — coS p 
is sin? ysin? B sin p 
__ cosy sin Beos B sin ep — COS p 
___sinysinzsin A sin B sin p 
dp cos z sin A cos A sin p — COS p 


_—_ 


dz? ___sinysinzsin A sin B sin p 

Beb ll eet COS ARE 

òrdy _ sinysiu?B“‘sinztgA _ sinysin?Bsin sin A 
se Cos A 
—___sinysinzsin A sin B sin p 

Ree cos B 

deoz ___ sinysinzsin A sin B sin o 

Ren el 1 1 


dydz — sinzsin? A “sinesinB sinysinzsinAsinBsing 
Gebruik makend van de betrekkingen 
— COS Â = cos B cos p — sin B sin p cos y 
— Cos B == cos A cos p — sin Á sin wp cos z 
B en dag schrijven: 
òy* dae J \ 
ò’p__ cos A cos B— sin? Beos, 


dy’ _sinysinzsin A sin B sin op’ 


kan men voor 
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ò’p cos A cos B — sin? A cos p 
dz? _sinysinzsin A sin B sin 
Hiermede wordt dan: 
el, cos A cos B— cos p(sin?B+sin? A)—2 cosA - 2 cos B +2/ 
sinysinzsin A sin B sin p 
Deze uitdrukking kan oneindig groot worden als b.v. 
zy Inedit geval isp =O AZ Bt 
De teller wordt dan 1, de noemer 0. 
Den Helder. J. VAN ROON. 


Vraag 82. Integreer de gedeeltelijke differentiaalvergel ijking 
OZ | 2 NL 


Antwoord. Hieruit volgen de simultane vergelijkingen _ 
deed en 


2xy yr?  O' 
xdedydy _ de __ dax 


2ayhy ey O0 2ay 
ede + ydy _ dr 


Deze leveren: 


of 


yad y*) ien 
waaruit : 6 (van wak en den 
eet En 
Hieruit: Ig (ae: Fy) =iee Elec. 
sik 8 y° dz 


Ce levert dt, 


ereen NEN ee y 
Hieruit: NES ) =y (e+ jk 
Voor y =0 wordt deze vergelijking: z =p (x) = VW (244). 
2 
Hieruit volgt derhalve: z= Vv (2 ( +} a | 


en, gekwadrateerd : Zu ae 
Bergen (N-H.). H. B. FIJNENBERG. 


Vraag 83. Wie is de uitvinder van den pantograaf 2 _ 
Kites 


Antwoord. SCHREINER (1513—1650), een Jezuiet, die het 
instrument beschreef in zijn in 1631 verschenen : Pantogra- 
phica seu ars delineandi res quaslibet. S. is ook nog bekend 
door zijn strijd met GALILEi: op de ontdekking der zonne- 
vlekken maken nl. beiden aanspraak. Q. 
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Vraag 84. In de Haagsche Courant werd te koop gevraagd 
10 houd land ; hoeveel is dit ? J. te ’s Gr. 


Antwoord. Een hout was in Rijnland honderd vierkante 
Rijnlandsche roeden, dus 1419,3 M?. De naam hout wordt 
nog wel gebruikt, zooals ook de advertentie toont. In Papen- 
is of was er althans een boerderij de Zevenhout genaamd. 
In het Overmaassche was een gemet gelijk aan 3 hout. GQ. 


Vraag 85. STARING spreekt in de „Verjongingskuur” van 
„zesthalven” zonder tal. Hoeveel was dit ? LELO 

Antwoord. Een zesthalf was vijf en een halve stuiver. 

Dezelfde samenstelling heeft de naam „dertiendehalf”’, 
d.i, twaalf en een halve stuiver, een muntstuk, dat in 1846 
buiten koers gesteld werd, tegelijk met den daalder, den 
goudgulden of achtentwintig (stuivers), den Zeeuwschen 
Rijksdaalder of zesentwintig (stuivers) enz. As 


Vraag 86. Wat is een „Stieltjes’scher Kettenbruch” ? 
te A. 


Antwoord. Ge kunt hierover raadplegen: PERROY, Die 
Lehre von der Kettenbrüchen, Hoofdstuk IX. Gi 


Vraag 87. De figuur bij No. 214 op bladz. 219, Jen jaarg., 
heeft den indruk van een ruimtefiguur. Welke e eigenschap 
geeft ze dan ? 


Vraag 88en 89. Te bepalen ’t oppervlak, dat gaat door de 
kromme z=0, #° +y?* =a? en voldoet aan de differentiaal- 
vergelijking (x? — a?) p + (xy —aztga)q —= @z— ay cote. 

Idem aan de volgende partieele differentiaalvergelijking: 
PDT Hwa) + (rQ — a) eager °TP) 

+ (@ —y) (1 — 23) =0. Uit Forsyth, 3e gee, 


Gorrespondenlie 


Prof. Neuberg maakt mij, naar aanleiding van de oplossing 
van No. 224 (gen jaargang, afl. 3, bladz. 25) opmerkzaam op 
de studie, die hij van de correspondentie (t‚, T)reeds gemaakt 
heeft in 1878 (Nouv. Corresp. math. p. 379), alsmede in het 
Archiv für Math. u. Physik, (3) III p. 89, en in een Note 
sur les cercles podaires (Bull. de Acad. Roy. de Belgique 
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1910). Bovendien vestigt hij mijn aandacht op een veral- 
gemeening van het 2e gedeelte van de stelling van No. 224 
(dat nieuw is), waarin in plaats van de loodlijnen AD, BE, 
CF parallellen van willekeurige richting genomen kunnen 
worden, en bewijst de stelling in dezen vorm op grondige 
wijze met behulp van eenige evenredigheden. De stelling 
is ook uit te breiden voor een viervlak en zal in dezen 
vorm in Mathesis verschijnen. 

Van mijn zijde behoud ik mij voor, wellicht later, in eenige 
vraagstukken, op een door mij gevonden projectieve ver- 
algemeening der stellingen terug te komen. 

Kampen. [ J. V. D. GRIEND JR, 


De redeneering van den heer KEMPE (Sen jaarg.…, bladz. 
231) begrijp ik niet goed. Als er in de beginselen der D 
en [ geknoeid wordt, dan blijft het ook voor ouderen een 
gegoochel; dit heeft weinig of niets uit te staan met de 
kwestie D en IT op de middelbare school. C. 


Nieuw verschenen werken. > 


(Door de Redactie ontvangen.) 


Uitgave van W. Versluys, Amsterdam. 


Dr. Á. KEMPE. Der grosze Fermatsche Satz. Versuch 
einer Beweisführung. Zweite verbesserte Auflage, 1910. 


Uitgave van Nijgh en v. Ditmar, Rotterdam. 


G. BOREL. Beweisführung des Fermatschen Satzes (ohne 
höhere Mathematik). 

(Zij, die zich deze brochure, uitgegeven 4 Mei 1918, aan- 
schaften, kunnen ze aan den uitgever opzenden, en ont- 
vangen dan deze nieuwe uitgaaf van 15 Juni 1918, die, in 
verband met door den schrijver ontvangen opmerkingen, 
is aangevuld.) 


Uitgave van Gebr. van Cleeff, den Haag. 


W.J. M. VAN DE WIJNPERSSE. Statistische berekeningen 
van Constructiën uit de Burgerlijke bouwkunde ten be- 
hoeve van het Middelbaar technisch onderwijs en tot 
zelfstudie. Constructiën in hout, ijzer, gewapend beton 
en metselwerk. Met 150 tusschen den tekst gedrukte 
figuren. 1913. 


*) Van hollandsehe sehoolboeken wordt geen recensie gegeven. 
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De strid over de uitvinding der ditierentiaalrekening 


DOOR 
Dr. P. VAN GEER, (Den Haag). 
(Vervolg). 


Toch had LEIBNIZ nog bij zijn leven een aanhanger, die 
zijn eer op waardige wijze ophield. Deze was de reeds 
meer genoemde markies DE L'HOSPITAL die zijn militaire 
loopbaan had prijs gegeven om al zijne krachten aan 
wetenschappelijk onderzoek te wijden. Reeds vroegtijdig 
was hij door Jom. BERNOULLI in de leer van LEIBNIZ inge- 
wijd en toonde zich door zijn verhandelingen en brieven 
daarvan volkomen op de hoogte; ook wist hij die leer 
op voortreffelijke wijze toe te passen. 

Onder den titel „Analyse des infiniment petits” gaf hij 
in 1698 te Parijs het eerste leerboek der differentiaalreke- 
ning uit, dat herhaaldelijk herdrukt de kennis en het 
nuttig gebruik van de algorithme van LEIBNIZ op het 
vaste land machtig bevorderde. In de inleiding deelt hij 
mede, hoe hij aan LEIBNIZ vroeg of deze zelf voornemens 
was een dergelijk leerboek uit te geven, want dat hij dan 
zijn werk zou terug houden Doch deze had geantwoord, 
dat hij daartoe vooreerst geen gelegenheid had en de uit- 
gave met belangstelling te gemoet zag. Verder roemt DE 
L'HOSPITAL de methode van LEIBNIZ, die tot zulk een uitge- 
breide toepassing voor het oplossen van moeilijke vraag- 
stukken leidde. 

Gelijk reeds werd opgemerkt, vond LEIBNIZ geen 
steun in de gebroeders BERNOULLI; de oudste JACOB over- 
leed in het begin van den strijd (1705) en de jongste 
JOHANNES ontzag zich niet na LEIBNIZ’ dood aanspraak te 
maken op de uitvinding der integraal-rekening ; gelukkig 
heeft men in diens schriftelijke nalatenschap de onweer- 
legbare bewijzen gevonden voor het oorspronkelijke van 
deze vinding, die hij ook op voortreffelijke wijze voor de 
oplossing van ingewikkelde vraagstukken wist toe te 

Wiskundig Tijdschrift, 10e Jaargang. 6 
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passen; door zijn brieven had hij BERNOULLI hiermede in 
kennis gesteld, 
Hild 

Thans zullen wij nagaan, wat de briefwisseling van 
HUYGENS ons omtrent ons onderwerp leert. Vooraf moet 
echter worden opgemerkt, dat een deel dier brief wisseling 
reeds vroeger was uitgegeven. In de eerste plaats in 1833 
door den Leidschen hoogleeraar UYLENBROEK, en vervolgens 
door GERHARDT in zijn uitgave der mathematische werken 
van LEIBNIZ. Doch beide uitgaven zijn niet slechts onvol- 
ledig, maar missen ook de uitvoerige toelichting, waardoor 
de uitgave der brieven van en aan CHR. HUYGENS zich 
zoo gunstig van de vorige uitgaven onderscheidt. Onder 
dat licht zullen wij thans de zaak nagaan. 

De eerste kennismaking van HUYGENS met LEIBNIZ had 
plaats in 1672 te Parijs, waar gene in de koninklijke bibli- 
otheek zijn woning had en deze hem kwam bezoeken om 
zich den toen reeds beroemden geleerde voor te stellen 
en kennis te maken. Daartoe was hij voorzien van een 
aanbeveling van OLDENBURG, den secretaris der R. S., 
waarvan beide buitenlandsch lid waren. HUYGENS ontving 
den jongen geleerde naar zijn gewoonte op vriendelijke 
wijze en wees hem o.a. op zijn hoofdwerk, Horollogium 
oscillatorium, dat kort geleden was verschenen. LEIBNIZ 
heeft een diepen indruk van dat bezoek bewaard en her- 
haaldelijk in zijn verder leven verklaard, hoe dat bezoek 
voor hem de aanleiding is geweest tot de studie der hoo- 
gere wiskunde, waarvan hij toen nog niets afwist. Kortna 
dit bezoek ging LEIBNIZ naar Londen; hier hoorde hij voor 
de eerste maal over NEWTON spreken, die toen reeds in 
het bezit was zijner methode, maar hierover nog niets had 
bekend gemaakt. 

De eerste brief was van HUYGENS aan LEIBNIZ in het najaar 
van 1674. Hij handelt voornamelijk over reeksontwikkelingen 


o.a. over de merkwaardige door LEIBNIZ ontdekte reeks: 
MT 
ge lbddett bh enz 

die door H. zeer fraai werd gevonden, maar waarvan 

NEWTON beweerde, dat 1000 jaren arbeid noodig zouden zijn, 


om hiermede z tot in 20 decimalen nauwkeurig te bepalen ! 
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De eerste brief van L. aan H. is van 1675 en handelt 
over de imaginaire wortels van derde machtsvergelijkin- 
gen. H. antwoordde spoedig hierop, en vraagt daarbij 
nadere inlichting. Hiermede sluit de eerste brief wisseling, 
die eerst na eenige jaren werd hervat. Zij leert, dat LEIB- 
NIZ in 1675 nog geen helder inzicht had in de hoogere 
deelen der wiskunde, en dus zijn algorithme nog niet had 
gevonden. 

De briefwisseling tusschen H. en L. werd eerst in den 
nazomer van 1679 hervat; H. was toen nog te Parijs ge- 
vestigd en L, had zijn betrekking als hofarchivaris te 
Hannover aanvaard. De eerste brief dezer periode is van 
L. en diende om aan H. mee te deelen, dat hij een nieuw 
middel heeft gevonden om raaklijnen te construeeren en 
ook wat hij noemt „un essay d'une nouvelle caracteristique 
en Géometrie” waarvan hij de voordeelen uiteenzet. Nadat 
H. hieromtrent eenige nadere inlichting had gevraagd, 
antwoordt L. (December 1679), dat hij ook een middel 
heeft gevonden om raaklijnen te bepalen bij krommen, 
waarvan de analytische vergelijking ingewikkelde wortel- 
vormen bevat, b.v.: 

B (wt by) HB (ay? HC?) + … 
== (dt Hen? yP) HBP YP HY) 
zonder deze wortelvormen teherleidenof breuken inte voeren. 

Dit komt overeen, met hetgeen door L. in zijn opstel 
over dat onderwerp in de acta eruditorum van 1684 publi- 
ceerde, welk opstel den grondslag bevat van zijn differen- 
tiaalrekening. Doch bijzonderheden hieromtrent geeft L. in 
zijn brief aan H. nog niet. In zijn volgenden brief (Januari 
1680) komt hij er op terug en geeft nu in een bijlage een 
voorbeeld, dat hierop neerkomt. Een kromme is bepaald 
door een betrekking, tusschen de factoren r van een punt 
naar vier op een rechte gelegen punten van dezen vorm: 

1 1 1 hase 1 

nin mind 
waarin g een standvastige lijn voorstelt. Hij geeft een 
middel om in elk punt dezer kromme de raaklijn te constru- 
eeren, maar wijst niet aan, hoe hij hiertoe is gekomen. 
Toch is het duidelijk, dat hij dit doel slechts kon bereiken 
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door toepassing van zijn algorithme. Dus had hij dit toen 
gevonden; maar het zou nog vier jaren duren, eer dit ter 
algemeene kennis werd gebracht. Met deze gewichtige 
meedeeling werd op nieuw de briefwisseling besloten. 
HUYGENS heeft er niet op geantwoord; wel blijkt uit latere 
stukken, dat hij de zaak heeft nagegaan en getracht op 
eigen wijze het gestelde vraagstuk op te lossen. 

De briefwisseling werd eerst hervat, lang nadat LEIBNIZ 
zijn algorithme had bekend gemaakt. Die bekendmaking ge- 
schiedde in het reeds meer genoemde opstel in de A. EÉ. van 
1684,waarin voor het eerst van het differentiaalteekend wordt 
gebruik gemaakt, en de beteekenis daarvan uiteengezet. 
Ook de regels voor het differentieeren van producten, 
guotiënten en machten (positieve, negatieve en gebroken) 


worden hierin gegeven. Het integraalteeken | komt het 


eerst voor in een verhandeling in hetzelfde tijdschrift van 
1686, b.v. : terwijl d (bav)= ade is omgekeerd 


he | vaa: 


van een willekeurige constante is hierbij nog geen sprake. 
Zoo schrijft hij (als voorbeeld) de vergelijking der eycloïde 
in den vorm 5 
8 ada 
Ln | V (Qax —a°) 

waarbij de straal van den rollenden cirkel gelijk a is gesteld. 

Twee jaren nadat dit opstel in de A. E. was verschenen, 
werd de briefwisseling hervat. Intusschen was HUYGENS . 
in 1681 wegens ziekte uit Parijs naar den Haag vertrokken ; 
hij had toen nog hoop daarheen terug te keeren, maar de 
dood van zijn beschermer COLBERT bracht hierin verande- 
ring, want diens opvolger Louvors wilde van een terugkeer 
niets weten. Zoo bleef HUYGENS gevestigd in het vaderlijke 
huis op het plein, tot den dood van zijn vader in 1687. 

De hernieuwing der correspondentie tusschen H. en L. 
was het gevolg van een opstel van H. in de A. E. naar 
aanleiding van een door L. gesteld vraagstuk over de 
isochroon. De uitdaging was gericht aan de cartesianen om 
dit vraagstuk naar de leer van hun meester op te lossen. 
Deze bleken hiertoe echter niet in staat ; in plaats daarvan 
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verscheen de fraaie oplossing van H., waarmede L. zoo 
ingenomen was, dat hij terstond hierover een brief tot H., 
richtte. Dit geschiedde in den aanvang van het jaar 1688; 
deze hervatte correspondentie werd nu tot H.'s dood in 
1695 voortgezet, en heeft van beide zijden aanleiding gegeven 
tot de gewichtigste mededeelingen. Zij handelt over alle 
vraagstukken op wis- en natuurkundig gebied, die toen 
aan de orde waren, en werd gevoerd in de fransche taal. 
Wij zullen thans slechts nagaan, wat op ons onderwerp 
betrekking heeft. In dit opzicht is van bijzonder belang 
een brief van L. aan H. van Juli 1690, waarin hij zijn 
algorithme uiteenzet. Eerst verklaart hij zijn notatie: dy, 


ddy, dddy en omgekeerd | dy —=y, | ddy — y; daarna 


past hij dit toe op de bovengenoemde vergelijking der 
cycloïde, waarmede volgens zijn bewering alle toen reeds 
bekende eigenschappen der kromme konden gevonden 
worden, benevens andere, nog onbekende. 

H. antwoordt hierop, dat hij zijn verhandelingen in de 
A. E. (sedert was er een derde bijgekomen) wel had ge- 
lezen, maar daarin zooveel duisternis (obscurité) vond, dat 
hij er niet goed achter kon komen, en gaarne nader werd 
ingelicht. Tevens stelt hij hem enkele vraagstukken voor 
het omgekeerde der methode, nl. om uit een gegeven 
eigenschap (b.v. de grootte van den subtangens in functie 
der coördinaten) de kromme te bepalen. In een volgenden 
brief komt hij hierop terug, en zegt door zijn eigen methode 
alle vraagstukken te kunnen oplossen, die door L. waren 
gesteld (waaronder ook het vraagstuk uit zijn brief van 
1680) zonder van differentialen of dergelijke grootheden 
gebruik te maken. En hoewel toen het groote werk van 
NEWTON was verschenen en zij hierover in hun brieven 
handelen, is daarbij nimmer sprake van diens fluxie-methode, 
die, althans voor H., steeds een als met zeven zegelen ge- 
sloten boek is gebleven. Niettegenstaande alle nog volgende 
ophelderingen van L. is ook diens algorithme hem nimmer 
klaar voor den geest gekomen; tot het eind van zijn leven 
is hij gebleven bij zijn eigen methode, die hem tot zooveel 
gelukkige uitkomsten had geleid en alles gaf, wat hij 
wenschte. 
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Dit bleek ook uit de behandeling van het vraagstuk, 
dat nu door JOH. BERNOULLI aan de orde was gesteld, nl. 
de kettinglijn (chainette, catenaria). Een keurige oplossing 
gaf H., maar zij was beperkt; de oplossingen van LEIBNIZ 
en BERNOULLI, die beiden gebruik maakten van de diffe- 
rentiaal-rekening waren zoo niet fraaier, toch algemeener 
en reikten verder, zoodat hierbij de voortreffelijkheid dezer 
rekening in het volle licht kwam. 

Dit geeft L. aan H. dan ook onomwonder te kennen in 
een brief, waarin hij hem tevens de oplossing der gestelde 
vraagstukken meedeelt en nader toelicht. Hij geeft zich 
alle moeiten om H. in te wijden in de nieuwe leer, maar 
te vergeefs! Deze was nu te oud om zich nog nieuwe 
methoden eigen te maken; wel deed hij hiertoe zijn best, 
maar moest het opgeven. Intusschen geven dein L.’s brie- 
ven steeds wederkeerende ophelderingen en toepassingen 
ons het helderst inzicht in het voortreffelijke en omvangrijke 
zijner methode; hierbij blijkt, hoe hij daarin alsnog al zijn 
volgelingen (DE L/HOSPITAL en de BERNOULLIS) overtreft. 
Slechts had hij bij zijne vele bezigheden geen tijd om 
deze methode geheel uitgewerkt in het licht te stellen. 
Hij moest zich vergenoegen met korte opstellen in de 
A. E, en met de brieven, die hij aan deze vakgenooten 
zond, waarbij door de haast, waarmede zij moesten saam- 
gesteld worden, weleens fouten ontstonden, die nooit aan 
de scherpzinnigheid zijner correspondenten ontsnapten, en 
dan weer in een volgend opstel moesten hersteld worden. 

Zoo schrijft H. hem in zijn brief van Februari 1691 „il 
ne vous manque ni habilité ni science pour demesler toute 
cette matière et d'autres plus difficiles, mais vous n’avez 
pas assez de loisir pour adjouter plus d’exactitude et de 
clarté aux choses que vous avez trouvées”, En andermaal : 
„je vous prie d'estre clair en ee que vous nous donnerez, 
et de ne pas supposer que nous entendions vostre calculus 
differentialis. (Wordt vervolgd). 
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De Congenentieg van Fermat en Euler 


DOOR 


CG. KREDIET (Rotterdam). 
IT. 


A, Wij nemen P=g,qs, waarbij q, en q‚ twee ondeel- 
bare getallen zijn, die van 2 verschillen, Nu is 
p(P)=(q: — 1) (qe — 1) 
terwijl N het KGV is van q, —1l en q, —1, welke beide 
stellig door 2 deelbaar zijn. 
Zij nu «a, een deeler van qg,—l en a, een deeler van 
Qe—l en beschouwen wij de beide congruenties 


% 


a —1=0(modg,) 
date 1 == 0 (mod Gen 


Is nu a, een prim. wortel van de eerste dan zullen wij 
dt Qi Ai +2 Ar F(q —-1)g,, die allen kleiner zijn 
dan P, ook als primitieve wortels mogen nemen. Zij as 
een prim. wortel van de tweede, dan zullen a, + qs 
da H-2qs,.-de H(q, —1) qe primitieve wortels zijn van de 
tweede congruentie. Is nun het KGV van «, en a, dan 
zullen de eerste serie wortels zijn van de congruentie: 


dn le dn) 
en de tweede serie van 


ds ts modg,). î 
Deze twee seriën hebben altijd één getal gemeen en niet 
meer dan één. Dit getal is dus een wortel van de beide 
laatste congruenties en bijgevolg is dan a“— 1 deelbaar door 


Qi: en q, d.i. door P, Dit bedoelde getal, dat ik b zal 
noemen, is dus wortel van 


a —1=0(modP). 
Wij zullen nu aantoonen dat b een primitieve wortel 
van deze congruentie is. Was toch b geen primitieve 
wortel, dan zoude er een congruentie van denzelfden vorm 
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doch van lageren graad bestaan en er zou dus ook een 
congruentie van lageren graad zijn aan te wijzen dan 


9 


a“t—1=0(modg,) of a? —1==0 (mod q,) waarvoor b 
congruent is met een primitieven wortel. Dit strijdt met 
het. veronderstelde. Wij besluiten hieruit: elke primitieve 
wortel van a°* — 1=0(modgq,) levert, gecombineerd met elk 


der primitieve wortels van a? — 1=0(modgq;) een der pri 
mitieve wortels van a” — 1=0 (mod P). 


Wij zullen nu gebruik maken van de volgende stelling, 
die wij als bekend vooropstellen, nl. : 

Ep (p)=A | 
als p successievelijk alle deelers voorstelt van het getal 
A, daaronder begrepen de eenheid en het getal A zelve. 

Zijn nu «,‚, £,... de deelers van q,—l en a, Davie 
van q,—l1 (steeds de eenheid en het getal-zelve daaronder 


begrepen) dan zullen p(a,), p (B)... p(xs), p(@B,).... de 
aantallen primitieve wortels voorstellen van 


oee med 0e af —1=0(modg,)..…. 
aft —1=0 (mod gs), af? — 1=0(modgs)… 
Wij weten nu 
A) A ed 
2pla)=qe—l 
Epe) XX ple) =op (P). 
Hieruit volgt dat wij alle p{P) wortels van de congruen- 


Nef 1=0(mod P) verkrijgen als wij el- 
Ae 1 


en dus is 


tie van Euler nl. a 


ken wortel van a —1==0 (modg,) combineeren met 


elken wortel van a?2” l—1 =0(modg,). De primitieve 
wortels van de congruentie van Euler worden dus ver- 
kregen door de primitieve wortels te combineeren van die 


congruenties a°! — 1=0(modg,) en a°?—1 =0 (mod Q) 
waarbij het KGV van a, en a, gelijk is aan N. Voor 
elken deeler 2 van N zijn op gelijke wijze de primitieve 


wortels van de congruentie a” —1==0(modP) te bepalen. 
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Wij nemen als voorbeeld (fig. 3) P—=13 X 31 408. 
Alsdan is q, — 1 == 12, qs — 1 =30 en N=60 terwijl p (P)=360. 
Nu is 60 het KGV van 12 en 30, van 12 en 15, van 12 en 10, 
van 12 en 5, van 4 en 30, van 4 en 15 en er zijn dus 


Z106 4400 +146 +155 
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p (12) X p (30) + p (12) X 0 (15) + o (12) X wp (10) + 
Jp (12) X p (5) + 0 (4) X p (30) + o (4) X p (15) 
primitieve wortels van de congruentie 
a®° — 1 =0 (mod 403). 
Dit aantal is 
AXBIAXBELAKAHAXKA2AXKBEHDX 8128. 
Daar nu @ (N) =p (60) =16 is, zullen wij bij de opbouwing 
van den cyclus van Euler aan elk der stralen, waarvan 


90 


de ranggetallen de getallen van @ (60) zijn, £2® =8 wortels 
plaatsen. 

Voor de stralen met de rangnummers van de getallen 
van (30) (elk vermenigvuldigd met 2) zullen wij krijgen 
een aantal wortels bepaald door 
p (6) X p (30) + @ (6) X £ (15) + p (6) X p (10) Hw (6) X @ (5) + 

Jp (5) Xp (30) + wp (3) X p (10) + 
+ p (2) X p (30) Hp (2) X p (15) + (1) X p (30) = 
en daar er p (30) =8 stralen zijn, komen er bij elken straal 
12 wortels. 

Voor de stralen met de rangnummers van de getallen 
van @(20) elk vermenigvuldigd met 3, zijnde 8 in aantal, 
krijgen wij: + (4) X wo (10) + p (4) X wv (5) =16 wortels, dus 
aan elken straal 2. 

Op deze wijze doorgaande vindt men aan „de primitieve 
stralen” van den 15 hoek 4, aan die van den 12 hoek 8, 
aan die van den 10 hoek 3, aan die van den 6 hoek 12 
aan die van den 5 hoek 1 aan die van den 4 hoek 2, aan 
die van den 3 hoek 1 aan die van den „2 hoek” 3 wortels. 
Voegt men hierbij den wortel +1, die zooals duidelijk is 
aan straal 60 staat, dan verkrijgt men alle wortels van de 
congruentie, hierboven genoemd. De aantallen wortels 
aan de stralen komen bij den cyclus periodiek terug en 
wel met de periode: 8, 12, 2, 4,8, 3, 8, 4, 2, 12 
kan dus volgens het voorgaande deze periode vooraf be- 
palen en daardoor is het opbouwen van den geheelen 
cyclus zeer veel vereenvoudigd. | 

In de beide cycli van Fermat, die wij aan onze figuur 
hebben toegevoegd, kan men zien dat +7 een pr. wortel 
is van a'?—1=0(mod13) en van a!° —1==0 (mod 81) 
daarom is 7 een pr. w. van af° — 1 ==0 (mod 408). Omdat 
60 een 4-voud is zal —7 ook een primitieve wortel 
zijn en wij hebben daarom terstond + 7 geschreven aan 
straal 1 en daarmede den buitensten cyclus opgebouwd. 
Aan straal no. 2 krijgen wij dan + 49 voor beide wortels, 
aan straal no. 3 +60, aan straal no. 4 —11. Nu zal —49 
aan straal 2 ook — 17 aan straal no. 4 opleveren en daar- 
om hebben wij —49 onder +49 geschreven. Aan straal 
_no. 32 komt bij het opbouwen van den cyclus — 75 te 
staan, aan straal no. 64, d. í. no. 4 staat — 17, daarom zal 


SE 


+715 aan straal 4 ook —17 opleveren en onder — 49 heb- 
ben wij dus nog —+75 geplaatst, waardoor aan straal 2 
reeds 3 getallen staan, d.i. 4 van het aantal dat er be- 
hoort evenals +7 het 4 is van het aantal aan straal 1. 
Aan straal 6 geven deze getallen respectievelijk — 27, 
+27 en —66. Wij merken op dat + 60 aan straal 3, den 
wortel — 27 oplevert. 

Uit de beide cycli van Fermat is verder te lezen dat 
2 een pr. wortel is van a!? — 1 =0(mod 13) en a —1=0 
(mod 31), dus is 2 een primitieve wortel van a° —1==0 
(mod 403). Nu levert (+2)? ons +8 en deze vinden wij 
aan straal 9, d. i. een „primitieve straal” van a°° —1==0. 
60 + 9 £ 120 +9 

3 4 3 
dus 23 of 43. Wij hebben 25 gekozen. De getallen con- 
gruent met de opvolgende machten van + 2 komen dus 
aan de stralen 25, 46, 9, 32 enz. Op gelijke wijze als zoo- 
even vindt men aan de primitieve stralen van a?® —1==0 
dan weder 3 getallen. Een nadere uiteenzetting van het 
opbouwen van den cyclus zal wel overbodig zijn. 

Wil men weten welke getallen aan den straal no. 30 
komen behalve het getal — 1 dan heeft men te doen met 
de 30ste macht der primitieve wortels en deze leveren 
voor den modulus 31 steeds tot rest +1. Voor den modulus 
13 leveren zij als rest +1 of —1. Het getal dat bij de 
primitieve wortels behoort kan dus gevonden worden door: 

kn fed 


G =— 92, 

Wil men weten of een willekeurig getal, dat tot de ge- 
tallen van @(P) behoort, een primitieven wortel is of niet 
dan is de bewerking daarvoor al zeer eenvoudig. Kiezen 
wij b.v. het getal 100. Wij hebben 100 ==— 4 (mod 13) en 
100 ==7 (mod8l). Uit de cycli van Fermat (of door een 
eenvoudige berekening) blijkt dat —4 een pr. wortel is 
van a°—1l=0(mod13) en dat 7 een pr. wortel is van 
als —1=0(mod31). Daarom is 100 een pr. wortel van 
al° —1=0(mod405) en moet men dit getal aan een der 
primitieve stralen van den 15 hoek zoeken. Wij vinden in 
onze figuur + 100 aan straal 16 (dus straal 4 van den 15 hoek). 


Wij plaatsen dus + 2 aan den straal 


en dit levert: 
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| Wij willen ook hier opmerken dat de primitieve deeler 


van ND congruent met nul gesteld voor den modulus 
P, niet de wortels heeft, die wij als primitieve wortels van 


aN — 1 =0(modP) hebben gevonden. Ontbindt men aN — ll 
is zijn eenvoudigste factoren en substitueert men daarin 
voor a een der primitieve wortels van de congruentie dan 


zal een der factoren, die deeler is van af Le doer di 


en een der factoren, die deeler is van ple 1 door qs 
deelbaar zijn en het product is daardoor deelbaar door P. 
In ’t algemeen gesproken zal dus de primitieve deeler 


van an — 1, congruent met nul voor den modulus P, geen 


wortels opleveren. De primitieve deeler van a°° —1 is 
AA Jalt—al? —aë —aê Ja? d-1. 
Is nu a? een primitieve wortel van a?° — 1 =0 (mod 31) 
dan is de uitdrukking deelbaar door 31 want 
a® Hat —aë —at—a? dal 


is de primitieve deeler van a°°—1. Evenwel kan a? 
geen primitieve wortel van bedoelde congruentie zijn om- 
dat het een primitieve of een andere wortel is van 
a's — 1 =0(modg31). De congruentie 

als alt —al0 —gë —af da? +1 =0 (mod 403) 
heeft dus geen wortels. 


5. Ts P=2. q waarbij q een ondeelbaar getal dan 
is de cyclus geheel overeenkomstig met hetgeen in de 
vorige paragraaf opgemerkt is, op te bouwen, mits men 
rekening houdt met het feit dat reeds in den cyclus voor 2% op 
vele stralen 2 en op één der stralen 3 wortels zijn. Wij 
hebben als beeld (fig. 4) gekozen P= 112 dusr =4eng ==. 
De cycli voor 7 en voor 16 zijn er bijgevoegd. Alsnu is 
al? —1==0 (mod 112). Op de primitieve stralen voor a!? —1 
komen voor de hoeveelheden wortels bepaald door 
a® —1=0(mod?7) gecombineerd met at —1==0 (mod 16) 
en ook die van a?—1=0(mod?) gecombineerd met 
at —1==0(mod16) totaal dus 2 X442X4 of 16 wortels, 
gevende aan elke primitieven straal 4 wortels. Voor a® — 1 
vinden wij op dezelfde wijze 2X34-2X3H2XxX1=4 
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gevende aan elken straal 7. Voor a*—l vinden wij 
IN4 1 X4==8 gevende aan elken straal 4 Voor a® —Ì 


vinden wij 2X1 dus aan elken straal 1, voor a? —1 vin- 
den wij 1X3-1X341X1=71 gevende 7 aan den eenen 


Fig. 4, 
straal en eindelijk nog de wortel +1 aan straal 12. Dit 
zijn totaal 48 wortels, zoo als met @ (112) overeenkomt. De 
primitieve wortels geven tot de 6e macht verheven met 
1 een rest +1, met 16 een rest — 7 dus moet 


hed 


ga 


Te + 1 =16y —1 
waardoor het getal — 55 bepaald wordt. 


6. Zij P=q°** . qa? . q3 *.…. waarin q,, qe, 3 ondeelbare 
getallen. Wij hebben nagegaan dat indien g#2 is er voor 


de eycli behoorende bij de modulig,”', qa? q3 ® …. bij 
elken straal 1 wortel staat. Is q==2 dan kunnen er meer- 
dere zijn, doch ook het aantal aan iedere straal is onmid- 
dellijk bekend. 


Bepalen wij nu eerst den cyclus voor go : OP Dit 
geschiedt op gelijke wijze als wij die van q, qe uit die 
van q, en q, afzonderlijk hebben opgebouwd. Wij combi- 
neeren elken deeler van den exponent van a in de con- 


. X e ° 
gruentie voor q,‚ ' met elken deeler van die van a in de 


congruentie voor q,°?. De producten van de aantallen pri- 
mitieve wortels geven een zeker aantal primitieve wor- 


tels voor de congruentie a” —l==0 (mod q,°' qs° 2), waarin 
n het KGV der twee bedoelde deelers. Voor dezelfde 
waarde van » worden die aldus verkregen aantallen 
samengesteld, en die som wordt daarna door w (n) gedeeld. 
Aan elken primitieven straal van den n-hoek komen dan 
zooveel wortels als dit quotient aangeeft. Heeft men dit 


voor q,°! . qs * gedaan, dan handelt men op volkomen 
gelijke wijze voor het product van q,°' . qa? en q3 ® en 

%, X 
daarna wederom zoo voor het product vang, *.q» °.qs ° 


en ne enz. Deze bewerking is zeer tijdroovend en eischt 
veel oplettendheid, doch ten slotte heeft men zich het beeld 
van den cyclus gevormd, en het berekenen ervan gaat 
dan veel eenvoudiger. De cyclus, diĳe met den eerst ge- 


bruikten primitieven wortel van HAN — 1=0(modP) is op- 
gebouwd, beslist dan omtrent de plaatsing van de andere 
primitieve wortels in den cyclus. 

Wij kiezen als voorbeeld P—=1300=2?,5?.13. Voor 2? 
als modulus hebben wij de congruentie a? — 1 ==0 (mod 2), 
en de exponent van a heeft tot deelers 1 en 2. 

Voor 5? als modulus hebben wij de congruentie a?° —1=0 
(mod 5°), en de exponent van a heeft tot deelers 1,2,4,5, 10 en 20. 
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Voor 13 als modulus hebben wij a!? — 1 ==0 (mod 18) en 
als deelers 1, 2, 3, 4, 6 en 12, 

Wij berekenen nu de aantallen zooals in de twee vol- 
gende tabellen zijn aangegeven. 

In horizontalen zin staan de deelers van 20, terwijl tus- 
schen haakjes toegevoegd zijn de getallen p(p) als p de 
deeler van 20 is. In de eerste kolom staan de deelers 
van 2 en de daarbij behoorende waarden van de functie p 
Daardoor komen in de tabel met dubbelen ingang de 
KGV van de deelers van 20 en 2 en tusschen haakjes de 
producten der waarden van de functies gp. 

De tweede tabel is op gelijke wijze ingericht. Achter 
de deelers van 20 staan de aantallen verkregen uit de 
vorige tabel. In de eerste verticale kolom staan de deelers 
van 12 en de waarden der functie p. De KGV der twee 
deelers links en boven staan in de tabel, tusschen haakjes 


het aantal wortels, die primitief zijn voor a’ —1 als n be- 
doeld KGV is. j 


U) 21) 42) 5(4) 104) 20(8) 


11) 21) 42) 54) 10(4) 20(8) 


1) LAI) AL 104) 104) 208 


(1) 


2(1) 
Deelers van 20: 11) 2(3) 44) b(4) 10(12) 20(16) 


1(1) 2) 44) 5(4) 10(12) 20(16) 


11) Fi) 23 44 54) 1012 20(16) 
21) | 21) 23) 44) 10(4) 10(12) 20(16) 
3(2) | 32) 66) 128) 15(8) 30(24) _60(32) 
42) | 42) 46) 48) 20(8) 20(24) 20(32) 


6(2) 6(2) 6(6) 12(8) 30(8) 30(24) 60(32) 


mn 


12(4) pf 124) 12(12) 12(16) 60(16) 60(48) 6064) 


De aantallen voor dezelfde waarde van n zijn opgeteld, 
en dan is die som gedeeld door  (n). 
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Wij vinden dus voor a®° — 1 == mod (1300) als primitieve 
wortels van 


a —l 1 wortels dus aan iedere straal 1 
út EL ï »” » » » ” Úi 
a 2 » ” » » ” l 
d* Se 24 » » ” » » 12 
a! sel 4 » Mid » » 1 
hk | 14 ” Dl »” »” ” (i 
ke 28 » » » » ” d 
ai? —l1 48 ED) E) » ’ ’ 12 
als —l1 8 ” ” » ” » l 
ke ed J6 »” »” ke » »” 12 
Ale! 56 »” „ »” ” »” ï 
at Weel 192 » » ” » ” 12 


totaal 480 
waardoor het beeld ontstaat dat wij in ons vorig artikel 
hebben gegeven en dat wij hier nogmaals afdrukken. 


ol 
8 
mh 


te! be, 
2 19e,61E ; 


Ze 
x 
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1. Bij de eycli voor 1300 en 405 heeft men kunnen opmer- 
ken dat er cycli voorkomen waarin het aantal getallen 
kleiner is dan N. Voornamelijk zijn dit cycli met een 
aantal =iN. Wij zullen trachten te bepalen hoeveel 
van die cycli er aanwezig zijn. 


Is « een primitieve wortel van a” —1==0 (mod P) dan 


is «a? een primitieve wortel van aN — 1 ==0 (mod P)en dus 
is dan a? — a? = 0 (mod P) 
een congruentie, waarbij alle wortels primitieve wortels 


zijn van Pi Nu is a? —a? =(a—a) (ata) en is 
nu P te ontbinden in de onderling ondeelbare factoren P, 
en P, zoo zal aan bedoelde congruentie voldaan worden 
als we a—a«=0(modP,) en ad-a=0(modP,) stellen. 
Wij hebben dus op te lossen 


oP, 4 2a =yP,. 


Vervangen wij « door —a en a door —a dan geeft dit 
een nieuwe oplossing, daarom kunnen wij die twee ge- 
makshalve als uitkomsten van eene berekening nemen. 

Voor P =1300=2?.5?,13 kunnen wij nu nemen 


beses (dit deelt a= + a). 

De Aben ld ld geeft a— tid). 
edt ad). 
ene ed. 


De wortel +9 aan straal 2 behoort daarom bij 8 primi- 
tieve wortels, welke aan straal 1 en aan straal 81 te vinden 
zullen zijn nl. aan elk 4. Van de 12 primitieve wortels 
aan straal 1 krijgen wij dus 3 primitieve wortels aan straal 
2 en aangezien er daar 7 moeten staan. zullen wij 4 eycli 
hebben van 30 getallen. 

Voor P=408 hebben wij 

Dre DAR dit eeefta == + 4) 
Wte Besl (voor det t geeft dit a = +4 162). 

Een andere ontbinding is niet mogelijk. Van de 12 
wortels aan straal 2 behooren er 12—$8=8 tot cycli met 
80 getallen, 


Wiskundig Tijdschrift 10e Jaargang, ï 
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De Vifugele Parabool in de Correspondentie van Buysens 


DOOR 


J. W. N. LE HEUX, (Breda). 


IE 


Was in de brieven van de Sluse vooral sprake van den 
vorm der virtueele parabool, de latere correspondentie van 
Huygens met Leibniz, Fatio Dhuilier en de l'Hospital loopt 
nagenoeg uitsluitend over de oppervlaktebepaling en het 
afleiden der kromme uit hare differentiaalvergelijking. 
Deze laatste benaming was toenmaals nog niet in gebruik: 
men sprak van de „Methode renversée des Tangentes”, 
die, in tegenstelling met het oorspronkelijk doel der diffe- 
rentiaalrekening, leerde, uit gegeven eigenschappen van 
de raaklijn eene betrekking tusschen abscis en ordinaat 
der bijbehoorende kromme op te sporen. Aanvankelijk 
meende men, dat dit vraagstuk slechts ééne oplossing 
toeliet, vandaar telkens de verbazing van Huygens als hij 
bemerkt, dat aan een gegeven subtangens steeds weer 
nieuwe krommen voldoen. Wel treedt soms in het eind- 
resultaat een constante op, maar de 
ware beteekenis hiervan wordt toch 
eerst veel later ingezien. In de aan- 
teekeningen van Huygens (Adver- 
‘saria, boek H pag. 51l en 52) vinden 
we de teekening, (fig. III) waaruit 
het eerste vraagstuk van dien aard 
werd afgeleid, de bijgevoegde verkla- 
ring luidt als volgt: Zij ACB een 
halve cirkel met straal a en GEF 
eene kromme, zóódanig, dat steeds 
EI (ll AB) gelijk is aan de som der 
stukken AC en BC of aan hun verschil. 
Bij een nauwkeurig onderzoek van 

Fig. IL het handschrift blijkt, dat de woorden 
„of hun verschil” later zijn bijgevoegd, evenals de deelen 
FHK en GHL der kromme; wij zullen dadelijk zien, waarom, 
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Oorspronkelijk had Huygens dus blijkbaar alleen de MP 
geconstrueerd der punten E,‚ waarvoor geldt EI = AC + BC. 
Hij vond daarvoor de beide halve ovalen GDF en LMK 
met de vergelijking (rechth. stelsel DHO) y= (2a? + 2ax) + 
JV (24? —2ax). In een punt V trok hij de raaklijn VO 
en berekende daarna de subtangens TO volgens een toen- 
maals gebruikelijken regel, nl.: De subtg is gelijk aan een 
breuk, die in den teller de termen heeft, waarin een y 
voorkomt, elken term vermenigvuldigd met den machts- 
exponent van y en in den noemer de termen, waarin een 
xe voorkomt, elken term vermenigvuldigd met den machts- 
exponent van «@ en daarna gedeeld door x. 

Wij vinden dezen regel verklaard in een brief van Huy- 
gens aan J. de Witt, van 25 Febr. 1663 onder den titel: 
Inventio Methodi ad Tangentes Linearum Curvarum. Zij 
wordt als volgt uit een voorbeeld afgeleid, Zij ADC (fig. IV) 
«/_ een kromme lijn, bijv. het folium van 
4 Descartes «3 +4? —axya—=0, B en D 
twee dicht bijeen gelegen punten der 
kromme. Trek in B de raaklijn BE, dan 
kan bij benadering worden aangenomen, 
A E FG dat D in deze raaklijn ligt. Stel AF =g, 

Fig. IV. BE =y, FE(subtg)=z, FG ==e, dan is 


EG =z teen GD =y + ee zooals uit de gelijkvormige /\ A 


DKB en BFE volgt. Deze waarden gesubstitueerd in 
23 + y* — ya =0en rekening houdend met deze betrekking 
zelve, vinden we, na deeling door e: 
2 2139 Ger OKRA 
Sn °+Ber He? +3 ea det 75 ay 5 5 == (). 
Wanneer nu e nadert tot 0, wordt deze uitdrukking 


3 
2 EN Ke 
ob in ay 5 


waaruit volgt 
et Sy —ayr 
2 == subtg = — Be Tin 
Voor een punt, welks ordinaat vermeerdert, als de abscis 
vermindert, zouden we gevonden hebben 
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Uit dit voorbeeld en nog eenige andere leidt Huygens 
den genoemden regel af. Om hem toe te passen in ons ge- 
val moeten uit de vergel. y =V{(2a° + 2ax) + V(2a°—2ax) 
eerst de wortelteekens verdreven worden. Dit geschiedt 
door tweemaal kwadrateeren, hierdoor worden echter de 
waarden, die aan de vergel. y = V(2Qa? +2ar) — V(2a°—2ax) 
(dat is het verschil der stukken AC en BC in fig. III) vol- 
doen, ingevoerd. Met deze waarden nu komt overeen de 
kruisvormige fguur, die het, oorspronkelijk ontbrekend, 
middenstuk der 8-vormige virtueele parabool uitmaakt. 
Huygens zag dit eerst later in en heeft toen de figuur en 
den tekst aangevuld. 

Na tweemaal kwadrateeren wordt de oorspronkelijke 
vergel. veranderd in y* — 84? y? + 16 a? 4? =0, en de subtg 


_Ay*—16a? y? 
TO is dus volgens den regel = 39 maar daar 
y*=8a? y?* —164° @?, wordt TO na herleiding dT 2x. 


De plaats van het punt V in aanmerking genomen, be- 
schouwt Huygens deze uitdrukking als positief. Dit is ech- 
ter onjuist. Zoodra men van de subtg spreekt, moet niet 
alleen de grootte, maar ook de zin, waarin gemeten wordt, 
in rekening worden gebracht. Noemt men eene richting, 
uitgaande van het snijpunt van de raaklijn met de X-as, 
naar rechts, positief, dan is in het voorbeeld van Huygens 


2 
de subtg negatief en dus: — En + 2x. Hoe noodzakelijk 


het is, hierop te letten, blijkt alras, als Huygens in een 
brief, gedateerd Voorburg 24 Aug. 1690 aan Leibniz voor- 


2 
stelt, bij de subtg An — 2x de kromme te vinden — pas 


pour vous donner de la peine en cherchant les solutions, 
mais croiant, que vous aurez une méthode preste pour 
trouver les courbes par la propriété de leur Tangentes ou 
pour déterminer quand cela se peut ou non. 

Leibniz antwoordt eerst voorloopig op 13 Oct, dat hij 
meent, de kromme gevonden te hebben en daarna op 5 
Dec. meer uitvoerig. In zijn Jon heeft hij niet alleen de 


oplossing gezocht van subtg = ie — 2x, maar ook van 


101 


2E y° “ N ® \ 
subtg —= — O7 + 2x, „pour satisfaire entierement au problème, 
que vous m’aviés proposé.” 


En wat blijkt nu? In de eerste plaats, dat Huygens zich 
in het teeken vergist heeft, zooals hij trouwens zelf dade- 
lijk inziet; bij de subtg 5 — 2x toch vindt Leibniz de 
zesdegraadskromme 6 a° #° yt =af ye +r!?, In de tweede 


plaats echter, dat met den subtg — ze + 2x óók eorrespon- 


deerde lijn 2r't ry? da: yt, of wat op ’t zelfde 
neerkomt (door r=—=a te nemen) 2a?x? =a?y? + y*. „Toch 
is dit niet de vergelijking”, schrijft Huygens op 19 Dec. 
terug, waaruit ik de vraag samenstelde, wat u wellicht 
zal verwonderen. Mijn vergelijking is 2a°x? =a?y? —y*, 
die een geheel andere kromme geeft. Het scheen mij eerst 
toe, dat er eenzelfde constructie voor raaklijnen aan twee 
verschillende krommen bestond, maar men ziet weldra in, 
dat de constructies ook verschillen. Uw lijn heeft den vorm 
van een kruis en de mijne van twee halve ovalen, op 
eenigen afstand van elkander geplaatst.” 

In de Adversaria vinden we de berekeningen, waaruit 
Huygens dit verschil tracht op te helderen. Hij stelt eerst, 
met het oog op de oplossing van Leibniz, de vergel. der 


gevraagde lijn —y +nx?y —0; de subtg is dan volgens 


Z se 2, td BE 2 
den regel = gie of gedeeld door y : 29 D) dr 
In zy” nL 


2 2 
Deze uitdrukking moet = Ls zijn. Na gelijkstelling 
vindt men z= 6, v= 4, n =z dus als verg. — y° + 6x?yt + 16. 
Deze toevoeging van +r® verandert de waarde van den 
subtg niet en is noodzakelijk, omdat anders door y* ge- 


deeld kan worden. 
Vervolgens stelt hij, met ’t oog op zijn eigen oplossing, 
de kromme voor door y — ra? y +64? #?—0. De subtg is 


— Hvmaty 
24 a? ax 


” 
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Daar — zj —=—zra?y +eba?x? wordt dit, na deeling 
v 

ber ui: Ge dE 2Ó1® Dit moet gelijk zijn aan 

Ee V, Na geliĳkstelling volgt hieruit v—2, 24, 


2m —4, dus als verg. der kromme y* — zr a?y? 4 2r a?o? =0. 
Huygens voegt erbij: yt —a? y° +24? z? =0 mea curva, 
en werkelijk is deze lijn, als men a? door 84? vervangt, 
identiek met de kromme, waarvan de subtg aan Leibniz 
werd voorgesteld. 

Daar nog steeds het —teeken van den term y* niet ver- 
klaard is, herhaalt Huygens de laatste berekening nog 


eens voor de kromme — y — za? y_—+4a?x?—=0. De subtg is 


2 v 
zy Sn VIT a°y 2 enn 2 Ĳ) 6 7 à it 
pre gray J-2ba? a? wordt di 
Eeen D ” 2 
Ee Ee ‚ dus dezelfde waarde als zooeven is ge- 


vonden. Als dus de term met y* van teeken verandert, 
heeft dit geen invloed op den subtg, en de kromme van 
Leibniz voldoet aan de vraag. Vervolgens wordt de vorm 
der lijnen + yt—a?y? +2a?x? =0 nagegaan. Huygens 
schrijft: Uit y* — a°y?+2a?a?=0 volgt y?=alv (ka 20°) 

La’; a? is altijd grooter dan 84°, is ze eraan gelijk, dan 
is y° =ta?. Verder is y° altijd grooter dan }a°, en daarom. 
ook grooter dan 4x? 

Daar hij den negatieven wortel over ’t hoofd ziet, vindt 
hij zoodoende zijne beide halve ovalen weer terug. 

Voor de kromme van Leibniz geldt y*=al (Ja? +20°)— la? 
dus voor #&=a is y=ad, verder is altijd 2x? grooter dan y=: 
Het weglaten van den negatieven wortel blijft hier onop- 
gemerkt — de lijn heeft den vorm van een kruis. 

In het voorgaande is dus door Huygens en Leibniz ge- 
constateerd, dat twee verschillende kromme lijnen eenzelfden 
subtg kunnen hebben, de reden hiervan is onbekend. Wat 
de oplossingsmethode betreft, Leibniz schrijft den 6en Febr. 
1691 aan Huygens: „Mijn berekening had mij evengoed 
kunnên voeren tot 2a? #° =a?y?—y* als tot 2a?x?—=a?y?tyf, 
maar nadat ik de oplossing had, die zich ’t eerst voordeed, 


105 


heb ik er niet verder over nagedacht.” Zooals meer ’t ge- 
val was in die dagen, houdt hij verdere uitleggingen zorg- 
vuldig voor zich. 

Wij merken nog op, dat het vraagstuk van Huygens 
blijkbaar neerkomt op het OLE der beide differentiaal- 

Bee je DER 5 t 

ng ee x. De eerste 
DOEL A= yd on … de tweede bp? yt= yb 1E Wil 
men ‘het kinematisch vraagstuk, dat tot a virtueele para- 
bool leidt, uitbreiden, door ook imaginaire waarden voor 
de amplituden toe te laten, dan stelt de vergelijking 


vergelijkingen y 5 =d — 


2? =y? + Cy*, geschreven in den vorm a = sin 2o, 


(A 
2 V(2C) 
ies et sin p, en dus behoorend bij den door Huygens 
bedoelden subtg — IE J- 2x, voor alle waarden van C een 


virtueele parabool voor. (Wordt vervolgd.) 


dur les éléments isotopes 


PAR 


Dr. J. ROSE - Charleroi (Belgique). 


11. On peut définir le foyer xv, y‚ 2, d'une quadrique 
comme le sommet d'un côÔne isotrope ayant un double contact 
avec la quadrique. L'équation de ce cône est: 

Eden Dan A Dezalf k D helen me Ci LD ken 

et si L—=0, M—=0 sont les plans des courbes communes à 
la quadrique et au cône,‚, l'équation de cette quadrique 
peut s’écrire V—LM=0. La corde de contact L=0, 
M=0 est la directrice correspondant au foyer, Les deux 
_courbes planes communes à la quadrique et au cône étant 
deux cercles, la directrice est parallêle à l'un des axes 
de la quadrique. On peut, par exemple, chercher les foyers 
d'une quadrique centree 


x hae s 
aerden AN lr A00 
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On doit pouvoir mettre cette équation sous la forme 
wr) Hy yi) Heze) =LM. « . 2) 
L==0, M=0 sont parallèles aux plans des sections circu- 
laires passant par l'un des axes, par exemple par l'axe 
des z. Done léguation quadratigue de ces plans ne con- 
tient que des termes en # et y; par suite 
LM=p (a —4)P eg (ys) 
et Y'éguation (2) s’écrit 
Ei) Hia) an (5) 
on identifie (1) et (3) et de plus on exprime que le centre 
de (3) est Yorigine, ce qui donne 
a? En Ee, b? en c? 


yi? KE 
mpm 


c'est-à-dire que le se est un Re gueleonque de la conique 
Dee En en SET zel tad 


appeleé B es de la quadrique. Il existe une coni- 
que focale dans chaque plan de symétrie, et on peut opé- 
rer de même pour le paraboloïde. On peut déduire de ce 
qui préeède les propriétés suivantes: 


le. Dans chaque plan de symétrie se trouvent wne conique 
focale et une conique principale ; ces deus coniques sont homofocales. 


2e. Si zr et z/' sont deuw plans de symétrie d'une quadrigue, 
les sommets de la conique focale de m situés sur Vaxe zz’ sont 
les foyers de la conique principale de 7’. 


3e. La normale à la conique focale en un point passe par le 
pied de la directrice correspondant au foyer situé en ce point. 


de. Le plan mené par un foyer et la directrice correspondante 
rencontre la guadrigue swivant une conique qui a pour foyer 
et pour directrice ce point et cette droite. 


de. Un foyer est le sommet d'un cône de révolution circons- 
crit à la quadrique. 


be. Un plan quelconque et la droite conjuguée normale par 
rapport à une quadrique, déterminent dans un plan de symétrie 
de la surface une droite et son pôle par rapport à la conique 
focale située dans ce plan de symétrie. 
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Te. Les axes de symétrie d'un cône circonscrit à la quadrique 
déterminent dans un plan de symétrie un triangle conjuguê par 
rapport à la conique focale située dans ce plan. 


8e. Par un point passent trois quadrigues homofocales à une 
quadrique donnée; sì celle ci est centrée, les 3 quadriques sont 
respectivement : un ellipsoïde, un hyperboloïde à une nappe; 
un hyperboloïde à 2 nappes; ces surfaces forment un système 
triple orthogonal. De plus les cônes circonscrits à un système 
de quadriques lomofocales et ayant pour sommet un point P 
ont les mêmes axes principaux. Ces axes sont les normales 
auw trois quadriques homofocales passant par P. 


12. On peut généraliser la notion de droite isotrope en 
Pappliqguant à une courbe quelconque et on en arrive à 
définir les lignes minima ou de longueur nulle. Ce sont des 
courbes telles que («, y, 2) étant un de leurs points, 

da? + dy? + dz? =0. 
La longueur d’un arc quelconque compté sur cette courbe est 
i 


flas | aar edet 0 
t 


yv 


quelles que soient les extrémités; de là leur nom. Elles 
jouissent des propriétés suivantes faciles à démontrer : 

le. Les tangentes d'une ligne minima sont isotropes et réci- 
proguement; elles s'appuient toutes sur le cercle de linfini. 

2e. Leurs plans osculateurs sont isotropes et réciproquement. 
Pour les déterminer, on peut suivre lune ou l'autre des 
guatre méthodes ci aprês. 

a) On pose y=f(v), f étant une fonction arbitraire: la 
courbe est alors déterminée par une quadrature, d'après 
les formules 


TE | DEE) deo 


b) Une courbe minima est larête de rebroussement de 
Fenveloppe du plan isotrope 
Ax + By + Cz =D A2 HB? HC? —=0 
A, B, C, D étant des fonctions d'un paramêtre t‚, on peut. 
toujours poser 
Ario COSIE) B =p sin op (t) 
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et lYéquation du plan devient 
po COS p (l) + ey Sin p (l) + Hoz = 
ou en faisant « —=w (t) 
® Cosa + ysina Jiz=F («) 
on lui adjoint ses dérivées par rapport à 
—gsinaJ-ycosa ==’ («) 
— LCOS a —y sina == F (a) 
pour avoir larête de rebroussement et en résolvant on a 
les formules dépourvues de quadratures. 
L=— sin a F' (a) — COS a EF’ («) 
y= eosaF'(a)— sina F(x) 
z= F(x) + PF’ (a). 
c) On peut partir des mêmes équations 
Aa + By + Cz == D A° + B? 4 C?=0 
et poser A=p(l—u?) B=io(l +4?) 
et déduire C=5 Zip 
et Y'équation du plan mobile est 
Aur ill u ye 2uz =f (U) 
En lui adjoignant ses deux premièrés dérivées par rap- 
port à u, on trouve les formules 


p=" Hfl) FW 


44 : 
y= EE 1 (0) — if (0) Hf (a) 
z=uf" (u) —f' (u). 
d) On peut poser également 
da dy de 
UE Be OU ERG 
1u? (144?) 2u 
et en appelant 4 F (u) la valeur de ces rapports, en déduire 


z=f Fw) du 


ji [Sr du 


2 
zn [Fw da. 
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Sion fait F (w)=f (u),on retrouveles formules précedentes. 
Remarque. Soit une courbe plane, on a 
de td Süss (s— are) 
en posant s=tz, il vient 
da? + dy® 4- dz? =0. 

Done st en différents points d'une courbe plane on élève des 
perpendiculaires égales à is, s étant arc compté d partir d'une 
origine five, le lieu des exvtrémités de ces perpendiculaires est 
wne courbe minima. 


13. Pour terminer cette rapide esquisse, disons quelques 
mots des développables isotropes. Ce sont les surfaces enve- 
loppes d'un plan isotrope, leurs plans tangents sont isotro- 
pes et réciproguement. Leur équation aux deérivées par- 
tielles est lpt Fq=0 | 


De plus toute sectton plane d'une développable isotrope a 
pour déreloppée la projection de larête de rebroussement sur 
le plan de la section plane. 


14. Les éléments isotropes jouent dans la géométrie 
des surfaces un rôle três important; pour s'en convaincre 
il suffit de parcourir les ouvrages de M.M. Darboux et 
Bianchi sur la géométrie des surfaces. Il est à souhaiter 
gue ces notions s'introduisent de plus en plus dans l'en- 
seignement moyen; elles contribueront, en même temps 
que lintroduction des coordonnées homogènes et des élé- 
ments à l'infini, à ouvrir aux élèves de nouveaux horizons. 
Pour ma part, depuis quelques années déjà, j'enseigne ces 
notions relatives au plan dans mon cours de géométrie 
analytique et je n'ai qu’à me féliciter de l'excellence des 
résultats obtenus. Pour de plus amples détails, je renvoie 
le lecteur à la note, que jai publiée dans Enseignement 
mathématigue en 1908, intitulée: „Sur l'enseignement de 
la géométrie analytique dans les écoles secondaires.” 
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Benaderingsuitdrukkingen voor den Cirkelomteek 


DOOR 


Pror. Dr. F, SCHUH (Groningen). 


ENHODD, 

Inleiding. 

S 1. Betrekkingen tusschen in- en omgeschreven veel- 
hoeken. 

$S 2. Rationale benaderingsuitdrukkingen voor den cir- 
kelomtrek. 

$ 5. Bewijs, dat 2r niet rationaal in p,, en p‚isuitte 
drukken. 


4, Orde eener rationale benaderingsuitdrukking. 

5D. Kettingbreukontwikkeling eener rationale benade- 

ringsuitdrukking. 

6. Verschil van twee rationale benaderingsuitdrukkingen. 

1. Verband tusschen de orden van twee benaderings- 
uitdrukkingen en de orde van hun verschil. 

. Vervangbare en onvervangbare wijzerfuncties eener 
rationale benaderingsuitdrukking. 

9. Vorming van osculeerende benaderingsuitdrukkingen. 

0. Benaderingsuitdrukkingen van den eersten rang. 

1. Benaderingsuitdrukkingen van den tweeden rang. 

2. Benaderingsuitdrukkingen van den derden rang. 


COR VOD UID UD 7) OR UD U UD 
e ©) 


Inleiding. 


Dit opstel bevat in eenvoudiger vorm en ontdaan van 
eenigszins verder gaande historische bijzonderheden de 
voornaamste resultaten voorkomende in het eerste gedeelte 
van mijn verhandeling „Sur quelques formules approxima- 
tives pour la circonférence du cercle et sur la Cyclométrie 
de Huygens” (Archives Néerlandaises, Serie [II A, t. III, 
p. 1—178). Voor meerdere bijzonderheden zij dus naar 
deze verhandeling verwezen. 


Terwijl in genoemde verhandeling o. a. ook mijnstreven _ 


daarop gericht geweest is de ontdekkingen van Archimedes, 
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van Ceulen, Snellius, Huygens en Gregory in het juiste 
licht te stellen, welke ontdekkingen dan ook met de noo- 
dige uitvoerigheid besproken zijn, is het in dit opstel mijn 
bedoeling de zaak zelf zoo eenvoudig mogelijk voor te 
stellen, zoodat een groot deel van het daarin voorkomende 
bij wat dieper gaand onderwijs in de lagere meetkunde 
een plaats zou kunnen vinden. Wat de historische bijzon- 
derheden aangaat, heb ik mij tot het vermelden van enkele 
namen beperkt. 

Het onderwerp, waarover dit opstel handelt, is het vin- 
den van twee uitdrukkingen in de omtrekken p, en p‚, 


van den regelmatigen ingeschreven n-hoek en 2n-hoek, 
zoodanig dat die uitdrukkingen zeer weinig van den 
cirkelomtrek verschillen, terwijl de eene te klein en de 
andere te groot is. Aangetoond zal worden hoe men syste- 
matisch dergelijke uitdrukkingen kan vormen. 

Om den aard onzer onderzoekingen te karakteriseeren 
vermelden we de nauwkeurigste daarbij verkregen resul- 
taten. Deze zijn de volgende (zie $ 12): 

De cirkelomtrek is grooter dan 
Uik 


3(4p + Ip.) EA 
p ON han 
27 n ô4 Dae 23p,, 


ha 
mi 
eN 


terwijl (als de straal van den cirkel gelijk 1 gesteld is) het 
verschil ongeveer gelijk is aan 


| 0,0002384nÎ°. 
De cirkelomtrek is kleiner dan 


Bark 
1 14 an n 
SP Pd POET 3 Er 
ö 5 15 Dr D,) 


Pant IP, 1löp,„+ö3p, 


’ 


terwijl (als weer de straal van den cirkel 1 is) het verschil voor 
niet te kleine waarden van n ongeveer gelijk is aan 


0,0002732 1” Í°, 
Voor grootere waarden van n is dus de onderste grens 
voor den cirkelomtrek veel nauwkeuriger dan de bovenste 
grens. 
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De opgaven van de fouten der beide grenzen zijn des 
te juister naarmate „ grooter is; voor kleine waarden van 
n is echter de fout van de onderste grens grooter, die van 
de bovenste grens kleiner dan hetgeen we er voor hebben 
opgegeven; voor n=? (p,,= 42, p,=t) is deze af wij- 
king echter nog niet zoo heel groot (17 °/, bij de fout van 
de bovenste grens en nog minder bij die van de onderste 
grens). Wordt echter n nog kleiner (n kan nl, zooals blij- 
ken zal, alle geheele of gebroken waarden aannemen, die 
gelijk aan of grooter dan 1 zijn), dan wordt de afwijking, 
die de fout van bovenstaande opgave vertoont, vooral bij 
de bovenste grens aanzienlijk; voor n=1l (p,,=4,p, 0) 


is nl. die fout bij de onderste grens ruim ? maal zoo groot, 
bij de bovenste grens ruim 512 maal zoo klein als hetgeen 
we hebben opgegeven, waardoor voor n=l de bovenste grens 
een ruim 752 maal zoo kleine fout oplevert als de (voor 
groote waarden van n veel nauwkeuriger) onderste grens. 

Terwijl dus de onderste grens vooral voor groote waarden 
van » zeer nauwkeurig is, geeft de bovenste grens zelfs voor 
n=1 nog een zeer goede benadering. Voorn == 1 gaat nl. de 
bovenste grens over in 118, zoodat deze dan voor het getal zr de 
bekende verhouding van Metius 323 oplevert. Voor iedere andere 
geheele waarde vann is de bovenste grens nog nauwkeuriger. 

Neemt men in beide grenzen n=3 (waardoor p,=öl8 


en p,„=—6 wordt), m. a. w. past men de benaderingsuit- 
drukkingen toe op den regelmatigen ingeschreven 3- en 
6-hoek, dan vindt men reeds de volgende zeer dicht bij elkaar 
liggende grenzen voor het getal zr : 
3,14159 26533 (a (8,14169 265685 

deze grenzen liggen ruim 800000 maal zoo dicht bij elkaar 
als de grenzen 34% en 34 van Archimedes. 
S 1. Betrekkingen tusschen in- en omgeschreven veelhôeken. 

1. Notaties. De straal van den cirkel zullen we, zooals ge- 
bruikelijk is, steeds gelijk aan 1 stellen '). De zijden van den 


1) Daardoor nemen sommige vergelijkingen een iets eenvoudi- 
ger vorm aan, waarbij dan echter de homogeniteit verloren gaat. 
Men kan gemakkelijk de overeenkomstige vergelijkingen voor een 
cirkel met willekeurigen straal r terugvinden door overal zooveel 
factoren r in te voeren, dat de homogeniteit hersteld is, 
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regelmatigen in- en omgeschreven n-hoek noemen we a, en A; 
de omtrekken p‚, en P‚, zoodat men heeft: 


p=; DA nt. AR) 


De lijnen a, en Á „ behooren bij een cirkelboog, die het 


nde deel van den cirkelomtrek is. Daar we even goed 
van een willekeurigen cirkelboog kunnen uitgaan, behoeft 


in a, en A, de index n geen geheel getal te zijn. Is n 


niet geheel, dan heeft men de vergelijkingen (1) als de 
definities van p, en P, te beschouwen. Daar de bij a, be- 


hoorende cirkelboog niet grooter dan de cirkelomtrek en 
de bij A, behoorende cirkelboog niet grooter dan de halve 
cirkelomtrek kan zijn, kan de inder n in a, en p‚, niet klei- 
ner zijn dan 1, in A, en P, niet kleiner dan 2, 

Verder voeren we nog in het complement c, der zijde a, 


waaronder te verstaan is de koorde behoorend bij een boog, 
die den door a, onderspannen boog tot een halven cirkelomtrek 


aanvult *), zoodat men heeft: 
OE en (2) 


Bij de beschouwing van het compliment wordt natuurlijk 
ondersteld, dat de bij a, behoorende boog niet grooter is 


dan de halve cirkelomtrek, dus dat n niet kleiner dan 2 is. 
Opgemerkt zij, dat de grootheid c, reeds bij Archimedes 


een rol speelt, maar dat de benaming complement aan 
van Ceulen ontleend is, 


2. Betrekkingen tusschen ingeschreven „-hoek en 2n-hoek, 


Zij (fig. 1) AC een middellijn van den 
cirkel en AB een zijde van den regel- 
matigen ingeschreven 2n-hoek, zoodat 

C D A men heett AB=a,, CB=c, ,„ Is ver- 


ia der D het voetpunt van de loodlijn uit 
B op AC neergelaten, dan is BD =ja… 


1) Het complement is dus niets anders dan het dubbel van 
het apothema. 


Men heeft nu: 


ed A07 
Ansen 2 Tu’ 


daar beide leden gelijk zijn aan het dubbel van den inhoud 
van driehoek ABC. Derhalve is: 


[4/ 
tp , © ° ° . . e id (3) 
2 
of in verband met (1): 
p 
=de er 
Pon 


Zij (fig. 2) AC een middellijn van den cirkel, AB een 
zijde van den regelmatigen ingeschreven gk en D 
het midden van boog AB. De stelling 
van Ptolemeus op den koordenvierhoek 
ADBC toepassend, vindt men: 

a„@te)=a,e,) - « B) | 

Deze vergelijking laat zich met behulp Fig 2. 
van (8) op twee wijzen omvormen, daar men uit (5) de 
zijden of de complementen verdrijven kan. 

Door verdrijving der zijden vindt men: 


IA MCR SDS 


Deze vergelijking, die het eerst bij Snellius voorkomt, 
geeft een eenvoudig verband tusschen de complementen 
van den ingeschreven „n-hoek en 2n-hoek. Ze speelt dus 
de rol van verdubbelingsformule, maar is aanmerkelijk 
eenvoudiger dan de in onze tegenwoordige leerboeken 
der planimetrie voorkomende verdubbelingsformule 


a,=VIR—V4—a,?)| ®), 


1) Deze vergelijking treft men aan bij Archimedes, maar wordt 
daar op andere wijze afgeleid, 
2) Deze formule geldt ook nog voor „ {2 als men dan C, als 
negatief beschouwt, 
6) Deze formule ontstaat uit (3) en a * +-c 2? =4 door c_ 
2 an 2 
te elimineeren. 
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die ZD In a, uitdrukt. Het verdient daarom alle aanbeve- 


ling deze verdubbelingsformule door de eenvoudiger en 
voor de berekening doelmatiger vergelijking (6) te vervangen. 

Met behulp van (6) kan men het complement van een 
ingeschreven veelhoek met een groot aantal zijden bere- 
kenen, waarbij voor iedere verdubbeling van het aantal 
zijden geen andere bewerkingen noodig zijn dan één wor- 
teltrekking. Is zoo ten slotte het complement van een 
n-hoek berekend, dan vindt men de zijde a, van den 


2n-hoek uit (2), zoodat men vindt: 
A= V(4— Cn) 
of lettend op (6): 
Gom) tgeen 


een vergelijking, waarmede zoowel van Ceulen als Snel- 
ius zijn geschrift over de cirkelmeting begint. Ook de 
toepassing van (1) eischt geen andere bewerkingen dan 
één worteltrekking, 

Uit het voorgaande blijkt: 

Hen herhaalde toepassing van (6) gevolgd door een eenmalige 
toepassing van (7) levert de eenvoudigste methode om tot de 
berekening van de zijde van een regelmatigen ingeschreven 
veelhoek met een groot aantal zijden te geraken. 


3. Vergelijking van Gregory. Een tweede omvorming 
der verg. (5) bestaat daarin, dat we de daarin voorkomende 
complementen met behulp van (3) in de zijden uitdrukken. 
Daartoe vervangen we in (5) eerst n door 2n, waardoor 
deze verg. overgaat in: 

Un Cte in ME Ei (8) 


en stellen vervolgens 


hak ble; hiene en 


Men vindt dan, na vermenigvuldiging met a, a: 


de One ae) 


Met behulp van de eerste der beide vergelijkingen (1) 
kan men de verg. (9) door vermenigvuldiging met 16n° 
herleiden tot: 

Wiskundig Tijdschrift, 10e Jaargang. Eds) 
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Dia Din tr Wint NEN 
Deze betrekking tusschen p,, p,, en p‚‚ die, hoewel in 


eenigszins anderen vorm *), uitdrukkelijk geformuleerd 
het eerst bij Gregory voorkomt, zullen we de vergelijking 
van Gregory noemen. Zooals blijken zal, is deze vergelij- 
king voor onze volgende beschouwingen van het grootste 
gewicht. 

Opgemerkt zij nog, dat de vergelijkingen (9) en (10) 
homogeen zijn en dus ongewijzigd gelden als de straal 
van den cirkel niet 1 is, maar een willekeurige waarde heeft. 


4, Betrekkingen tusschen ín- en omgeschreven veelhoeken. 
Zij (fig. 3) AC de middellijn van den cirkel, AB de zijde 
van den regelmatigen ingeschreven »- 
hoek en D het snijpunt van de raaklijn 
* in A met het verlengde van CB. Dan is 
AB =a. CB —=c -en- ADS Ae 

A n n n 
Fig. 3. ste volgt daaruit, dat de lijn, door het 
middelpunt van den cirkel evenwijdig aan CB getrokken, 
door het midden van den boog AB en door het midden 
E van AD gaat, zoodat AE=}A,,dusAD =ZAE=4, is. 
Uit de gelijkvormigheid der driehoeken DAB en ACB volgt 

verder : 


Daar uit (1) niet a,, maar a,, (of p,,) berekend is, 
schrijven we hiervoor : 


2a 
2n 
LR ee 
of in verband met (1): 
Pin (12) 
on 6% Ld Ld . . . . ° . 


Men kan echter met hetzelfde gemak Á, „ Of Lene 
kenen, daar men heeft: 


1) Zie noot 2, bldz, 117. 


2a ie 
ed Cn’ 
of in verband met (8): 
da, 
WT . ° . ° ° ° ° (13) 
Met behulp van (1) tot omtrekken herleid wordt dit: 
4 
BS (14) 


Daar bij de ingeschreven veelhoeken Cc, en pp, reeds 


berekend zijn, ziet men uit (12) en (14), dat zoowel voor de 
berekening van Eh als voor die van P,, slechts noodig 
is de berekening van c,, met behulp van (6), dus een 
worteltrekking, en vervolgens een deeling. De verg. (14) 
heeft dan natuurlijk het voordeel een kleinere (en dus 
nauwkeuriger) bovenste grens voor den cirkelomtrek op 
te leveren. We vinden dus: 

Wil men (de methode van Archimedes volgend) den cirkel- 
omtrek tusschen de omtrekken van in- en omgeschreven veelhoe- 


1) Men kan de vergelijking (13),die,door 2x door x te vervangen, in 


B 2a 
n 
F are Ride 
D overgaat, ook gemakkelijk rechtstreeks aan- 
C A toonen. Zij AC een middellijn, AB de 


zijde van den regelmatigen ingeschreven z-hoek, D het midden 
van boog AB, E het snĳĳpunt van CD en AB, F het snijpunt 
van het verlengde van CD met de raaklijn in A, Men heeft dan 
AB =a, AF 4 , Daar in driehoek BAF de lijn AD zoowel 


hoogtelijn als bisectrice is, is deze driehoek gelijkbeenig, dus 
AB=AF= 4 Daar verder CE bisectrice in driehoek ACB is, 
heeft men : 

9 2a 


ite 
2 C, 2 + Ce, 

Opgemerkt zij, dat men uit («) en de verg. (11) onmiddellijk 
de verg. (5) terugvindt. Dit levert dus een tweede afleiding der 
verg. (5). 


A ==AE= 
n 


2 
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ken insluiten, dan is het aangewezen, na c, en p‚, berekend te 
hebben, als bovenste grens en „te gebruiken, die dan berekend 
wordt uit ; 
Pon 

an 22de) 
hetgeen een worteltrekking en een deeling vordert. 

Van Ceulen, die, na p,, berekend te hebben, tot de be- 
rekening van c‚, en vervolgens tot die van P„ met behulp 


van (12) overgaat, ziet dus blijkbaar over het hoofd, dat 

hij door (14) toe te passen met evenveel rekenwerk een * 

iets nauwkeuriger uitkomst had kunnen verkrijgen !. 
Wanneer men in (12) en (14) voor de grootheid Ben haar 


waarde uit (4) substitueert, vindt men: 


P 


Pon 
Pan Dr ra . . . LD Ld . . . (15) 
2D ; 
En Ten 2 ° . ° ° . . 16 
An Des Ji ( ) 


formules, die zoowel P,, als P,, in de omtrekken p, en #,, 


van ingeschreven veelhoeken uitdrukken We kunnen ons 
daarom in het volgende, zonder dat dit een beperking 
insluit, tot omtrekken van ingeschreven veelhoeken bepalen. 


mie 


1) Dit verwijt treft Archimedes niet, daar hij niet den om- 
trek van den omgeschreven veelhoek uit dien van den ingeschreven 
veelhoek berekent, maar voor in- en omgeschreven veelhoeken 
afzonderlijk een verdubbelingsmethode toepast. Men kan echter 
tegen de rekenwijze van Archimedes het verder strekkende bezwaar 
maken, dat daarbij het verband tusschen de omtrekken van in-en 
omgeschreven veelhoeken, dat tot vereenvoudiging van de becijfering 
had kunnen worden aangewend, geheel ongebruikt gelaten wordt. 

2) Men kan deze vergelijking direct uit (15) afleiden door 
gebruik te maken van de verg. (10). Men heeft nl: 

Pim aber 
Len EN 
Lan Pan 

De verg. (16) is dan ook feitelijk met (10) gelijkwaardig. Bij Gregory 
treft men de verg. aan in een vorm, die van (16)alleen daarin verschilt, 
dat er oppervlakken in plaats van omtrekken in voorkomen. 


(Wordt vervolgd). 
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Hel (heorema van Fappus 


DOOR 
D. J. KRUIJTBOSCH - (Den Haag.) 


Naber. Das Theorem des Pythagoras, bladz, 163. 

Denn wie kam man sonst auf die sonderbare 
Idee ? 

Bladz 164. Das einzige Mittel, den Unter- 
suchungsgeist zu üben, besteht darin, die be- 
kannten Entdeekungen aufs neue durch zu nehmen, 
gerade so wie sie gemacht worden sind. (Zébière.) 


Het voortreffelijke werk van Dr. Naber „das Theorem 
des Pythagoras” was de aanleiding tot het schrijven van 
dit stukje. Moge hiermede het bewijs geconstrueerd zijn, 
dat men heeft in historische volgorde de stellingen van 
Pythagoras, Ptolemaëus en Pappus, tevens de natuurlijke 
volgorde van het bijzondere tot het algemeene. Het is 
mijn overtuiging, dat Pappus, zoekende naar een bewijs 
van de stelling van Ptolemacus, kwam tot de naar hem 
genoemde eigenschap. Die gedachtengang is de volgende. 

Plaatst men (fig. 1) op de zijden 
AB en BC van den koordenvierhoek 
ABCQ, rechthoeken, waarvan de 
hoogten resp. gelijk zijn aan CQ, 
en AQ, dan heeft men nog aan te 
toonen, dat de som dier rechthoe- 
ken gelijk is aan een parallelogram 
met AC tot basis en BQ tot hoogte, 
om daarmede de juistheid der stel- 
ling van Ptolemaëus aan te toonen. 

De verlengden van DE en GF 
snijden elkaar in H. Nu is HFBE 
een koordenvierhoek met HB als 
middellijn en deze middellijn is gelijk aan die van vier- 
hoek ABCQ, omdat A BEF zA QAC. Trekt men de mid- 
dellijn QN in laatstgenoemden vierhoek en trekt men nog 
HEj/AC en BP | AC, dan, is: BP=BQ, want "2 PBE == 
ACB == LAQD. 


Fig A. 


118 


Door dus op AC een parallelogram te construeeren, 
waarvan de opstaande zijden gelijk en evenwijdig aan BH 
zijn, zorgt men er tevens voor dat de hoogte van dit paral- 
lelogram gelijk BP, dus gelijk BQ, is. 

De stelling van Ptolemaëus is dus bewezen, zoodra 
deze nieuwe stelling der drie parallelogrammen bewezen 
is. (Het veranderen van de twee eerstgenoemde rechthoe- 
ken in parallelogrammen kan feitelijk geen stap verder 
naar het algemeene genoemd worden). 

Ongetwijfeld moet Pappus bekend geweest zijn met Eucli- 
des T47, en zal dus een bewijs van zijn eigenschap hem niet 
veel hoofdbrekens hebben gekost, aangezien dit ongeveer 
in overeenstemming met Euclides [47 kan gegeven worden. 

Mijns inziens is dit een verklaring voor het ontstaan van 
de stelling van Pappus, die noodzakelijk moest volgen op 
die van Ptolemaêëus. 

Een zeer aanschouwelijk bewijs van de stelling van 
Pappus kan men als volgt geven. 

Zij ABC de gegeven driehoek (fig. 2). Verleng AC aan 
beide zijden en construeer de willekeu- 
rige parallelogrammen ADEB en CFGB. 
De zijden DE en FG snijden elkaar in 
H. (Natuurlijk kan men DE en FG in 
hun richting verplaatsen, waardoor de 
oppervlakte der parallelogrammen niet 
verandert). Trek HB en verleng deze, 
zoodanig dat PM = HP. Neem nu PN=HB 
en trek KL door N//AC, dan is ACLK 
het derde parallelogram, want 
ICE NENDE SBB AG S 

Nu is ADHF=A DME. Trek van beide leden af 
A HEB == A DAK, A HBG =ACLF en A ABC == A KML, 
dan blijft aan weerskanten over: 

par ADEB + par CFGB —= par ACLK. 

Ten slotte nog een toepassing. Evenals de stelling van 
Pythagoras kan ook de projectiestelling worden beschouwd 
als een bijzonder geval van de stelling van Ptolemaëus, 


door nl. deze stelling toe te passen op een gelijkbeenig 
trapezium. 
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Aangezien de stelling van Ptolemaëöus een bijzonder ge- 
val is van die van Pappus, moet men dan ook b.v. de 
projectie stelling uit de stelling van Pappus kunnen afleiden. 

Trek in (fig. 3) A ABC de lijnen 
AE | BC en CD | AB en teeken 
op AB en BC twee rechthoeken, 
die resp. AD en CE tot hoogten 
hebben. Trekt men nog AN //CD 
en CN // AD, dan zijn de middellijnen 
AC en BL der koordenvierhoeken 
AECN en LHGB gelijk, omdat 
A ENC == A GHB, want CN = AD= 
— BH, CE —= BG en ZECN=/BCAH 
J/ BAC =Z EBA == HBG, 

Fig. 3. Verder is ZHBL=/ BAC, dus 
BL is ook | AC. 


Volgens de stelling van Pappus heeft men: 
AC X BL = AC? = AB X AD + BC X CE = AB? —J- 
BC? + AB Xx BD + BC X BE, 


hetgeen te bewijzen was. 


Het theorema van Fasca 


DOOR 


W.J. M. v. po. WIJNPERSSE (Utrecht). 


Het bewijs van het theorema van Pascal wordt gewoonlijk 
geleverd door de kegelsnede te beschouwen als een exem- 
plaar, dat 2 bundels gemeen hebben. Door gelijkstelling 
van de 2 uitdrukkingen vindt men een nieuwe betrekking, 
waaruit de noodige conclusies worden getrokken om het 
verlangde bewijs te leveren. Bijzonder eenvoudig is deze 
methode niet en ook is zij niet van dien aard, dat zij met 
één gedachte wordt omvat. 

Meer overzichtelijk kan het bewijs geleverd worden, 
als men de theorie der bundels een weinig uitbreidt en op 
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de krommen van den 3en graad toepast. Het bedoelde 
bewijs kan dan zijn als volgt. 

Noem de zijden van den zeshoek, die in de C? is be- 
schreven, in volgorde L,, Ls, La, Ls, Lb; en Ls, en beschouw 
de zijden L,,L; en L; te zamen als een kromme van den 
3en graad, die we C,° zullen noemen. De vergelijking 
van deze C° is van den vorm: 


C,3=(a, xv Hb; y Je,)lag w Hb y H e3)(a5w H beyt C5) =O. 

Evenzoo. kunnen de zijden Ls, L, en L, beschouwd 
worden als een kromme van den 3en graad, die we C,? 
zullen noemen. Hare vergelijking is: 


Cs*=(asa dbs y J Co) (as wd buy H C4) (a6VHDoy HC0) =O. 
De 2 Cs bezitten 9 snijpunten. Alle exemplaren van 
den bundel C,% +AC,?=0 gaan door de 9 snijpunten. 


Nu heeft de vergelijking van een C° in het algemeen 
10 termen: 


ans + by® + ex?y + day? + en + fy? + gry + hae Hiytkl. 

Als men alle coëfficienten door den coëfficient van x?° 
deelt, blijven 9 veranderlijke coëfficienten over; bijgevolg 
wordt een C° bepaald door 9 punten, en wordt een bundel 
C*’s met één parameter bepaald door 8 punten. 

Niettemin gaan alle exemplaren van den bundel door de 
9 snijpunten van C,%=0 met C,% =0; bijgevolg is één der 
9 snijpunten geen basispunt van den bundel, maar een 
punt, dat van de anderen afhangt; alzoo een noodzakelijk 
punt. Men kan dit punt uit de 9 willekeurig kiezen. 

Bij het theorema van Pascal liggen 6 basispunten op een 
C°, terwijl de 2 overige basispunten een rechte lijn bepa- 
len. Deze 2 lijnen vormen te zamen een C?, en wel eene, 
die tot den bundel C,% +AC,% =0 behoort, omdat zij door 
de 8 basispunten gaat. Bijgevolg moet het 9e, noodzakelijke, 
punt ook op dit samenstel liggen. Aangezien het, blijkens 
den opzet van het theorema, buiten de C? ligt, is het on- 
vermijdelijk op de rechte lijn gelegen, — waarmede het 
bedoelde bewijs geleverd is. 
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Wiskundie Laboratorium, 


De Universiteit te Edinburgh opende in October een 
wiskundig laboratorium onder directie van E. T. Whittaker. 
De cursus omvat: 

Verschillen en interpolatie; bewerkingen met logarith- 
men, goniometrische functies, logarithmen daarvan, pro- 
ducten, enz. ; oplossing van trigonometrische vraagstukken. 
— Contrôlemiddelen voor berekeningen. — Methode der 
kleinste kwadraten: numerische oplossing van stelsels 
lineaire vergelijkingen; numerische bepaling van deter- 
minanten. — Kromme lijnen. Berekeningen — Splitsing 
van een periodieke functie volgens Fourier. — Onderzoek 
naar periodieke gedeelten in een functie. Praktische sphe- 
rische harmonische analyse. Andere methoden van onder- 
zoek van empirisch gegeven functies. — Constructies van 
kromme lijnen en oppervlakken ;stangverbindingen,rollijnen. 
Projecties; photogrammetrie ; kaart-teekenen. Graphische 
oplossing van numerische vergelijkingen ; Graphische en 
mechanische oplossingen van vraagstukken uit de boldrie- 
hoeksmeting ; nomographie. Toepassing van vectoren. — 
Gebruik van instrumenten, in het bijzonder rekenlinialen, 
arithmometers, planimeters, integraphen, en harmonische 


analyseurs. — Numerische berekening van bepaalde inte- 
gralen. — Numerische oplossing van differentiaalvergelij- 
kingen. — Numerische bepaling van wortels van trans- 
cendentale functies. — Berekeningen met elliptische functies; 
bogen op spheroïden; enz. — Inrichting en gebruik van 
de Besselsche functies, gsamma- en andere transcendentale 
functies. — Samenstelling van tafels van nieuwe functies 


(automorphe, parabolische cilinder, en elliptische cilinder 
functies). 

Er bestaat gelegenheid tot het doen van oorspronkelijke 
onderzoekingen omtrent een der vermelde onderwerpen. 
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Kienwe Hulpmiddelen voor het teekenen 


Een nieuwe teekendriehoek. 


Door Adolf Meijer te Oschatz wordt een houten teeken- 
driehoek geleverd (ontworpen door Dr. Altenkirch), waarbij 
de hypotenusa en een der rechthoekszijden regelmatig 
verdeeld zijn in eenzelfde aantal deelen. Op de rechthoeks- 
zijde zijn centimeters en millimeters aangebracht, op de 
hypotenusa zijn de deelen grooter (en wel wortel twee 
maal grooter). Door gelijknamige punten van de twee 
zijden op het papier aan te stippen kan men evenwijdige 
lijnen trekken. 

Langs de opening, die zich als gewoonlijk, in den drie- 
hoek bevindt zijn op de beide rechthoekszijden lijnen ge- 
trokken, die bij verlenging zouden gaan door het midden 
van de hypotenusa. Met behulp daarvan kan men hoeken 
uitzetten. 

Een paar losse stukjes kan men aan den driehoek be- 
vestigen; een er van draagt een stift, de andere heeft 
een opening, waardoor men een potlood kan laten gaan. 
Daardoor kan men cirkels trekken. 


Een nieuw teekeninstrument. 


Onder den naam „Grafon” brengen Jeppes-Grafonwerke 
te Charlottenburg een rechthoekige celluloidplaat in den 
handel, voorzien van centimeterverdeeling aan de randen, 
twee opgedrukte graadbogen en een aantal cirkels. In het 
midden van de plaat is een opening, waardoor men ze met 
een naald aan het teekenpapier kan verbinden; ter wijl 
een aantal openingen aanwezig zijn, waardoor een potlood 
„kan worden gebracht. 

Men kan maten afzetten tot 20 cM., en cirkels trekken 
tot aan stralen van 20 cM. Alle meetkundige constructies, 
die in de praktijk voorkomen, kunnen daardoor worden 
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uitgevoerd met behulp van het ééne instrument. In de 
bijgevoegde brochure wordt in het bijzonder de aandacht 
gevestigd op het teekenen van kromme lijnen, die door een 
aantal gegeven punten moeten gaan, als aaneenschakeling 
van cirkelbogen. 

In vele gevallen zal het instrument groote tijdsbesparing 
kunnen geven, omdat men niet telkens behoeft te ver- 
wisselen van passer of liniaal. 


Vraag En Antwoord. 


Antwoord op vraag 78, Jen jaarg, blz. 233. Gevraagd een 
bewijs voor de volgende stelling: 

Bij het zoeken van den vierkantswortel uit een geheel getal 
door middel van kettingbreuken krijgt men een periode, die bij 
het 2e cijfer begint en eindigt met een getal dat het dubbel is van 
het eerste wijzergetal (Lobatto-Rahusen $ 258, le toepassing), 
en bovendien is de periode, als men het laatste cijfer weglaat 
symmetrisch. 

Bekend zijn de volgende stellingen die wij verder zullen 
gebruiken. 

Eene periodieke kettingbreuk is een der wortels van 
eene rationale tweede machtsvergelijking. Een der wortels 
is positief, de andere negatief in de volgende gevallen : 

À, als de periode bij het eerste cijfer begint. Stelt « de 


omgekeerde kettingbreuk voor, dan is ie de tweede wortel 


van de tweedemachtsvergelijking. 

B, als de periode bij het tweede cijfer begint en dat het 
eerste cijfer kleiner is dan het laatste cijfer van de periode. 

C, als de periode bij het derde cijfer begint, en dat het 
eerste cijfer nul is en het tweede kleiner dan het laatste 
cijfer van de periode. 

Nu zijn +l/n en —l/n de wortels van 

rn HE or Rell) 

wij veronderstellen » ) 1. Wat hierboven voor het geval A 
gezegd is toont aan, dat wij hier dit geval niet kunnen 
hebben, vermits dan de absolute waarde van een der wor- 
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tels (1 is. Het geval C is ook onmogelijk, want dan is de 
waarde van de kettingbreuk <1 vermits het eerste cijfer 
nul moet zijn. Wij hebben dus het geval B: 
niobe pDA rab.) d (2) 
indien 
y=(a,b,e,..,p,g, ra, b,.… 

y is weder een der wortels van eene tweede machts- 
vergelijking ® (y) =0. 

Vervangt men y door de waarde van dezen wortel in 


a J 7 dan verkrijgt men den wortel + Vn van (1); vervangt 


men, in Aan. y door den tweeden wortel van ® (4) == 0, 


dan verkrijgt men den tweeden wortel van F(x) =0, d. i. 
— ln. Maar volgens A is de tweede wortel van g (y) =0 
1 


be omm 
4 PD ere OON 
Dus is de tweede wortel van (1) 


Hieruit volgt 

Vn=(r—a;g,p,r,..-,0,b, 45 IDT, eee) ad) 
Vergelijkt men (2) en (3), dan vindt men 

ree of ra, qa, pb, ENZ. 

Dit is de stelling, 

De Heer L. Tits bewees (Mathesis, 1912, blz. 145) dat de 
omgekeerde stelling ook waar is, d. i. dat eene ketting- 
breuk van den vorm 

bochertt, DRRE DN Zo) 
altijd gelijk is aan den vierkantswortel van een rationaal getal. 
Ostende (België). R. GOORMAGHTIGH. 


Antwoord op vraag 88. 
Lost men de gegeven differentiaalvergelijking volgens 
Lagrange op, dan heeft men, ztga—=u stellend : 
dg acteren: dij JERS Le 
v°—a? avy—au au—ay 
Voert men de volgende transformatie uit: 
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yi-ztga=w 
y—ztga=v, 
dan laat zich uit de hulpvergelijking afleiden : 
da dv dw 


2 — a? T@rode (wtao)w 
Hieruit leidt men de integralen 


Ld L 
== 


da 
CUD af, 
w 


zoodat de integraal van de gegeven vergelijking is: 
LA La DEORE eta 
v =e ( w ) ok y—ztga Rr en ) 
Stelt men z==0, dan moet deze vergelijking den vorm 
2 He AE 
ge + y* =a? aannemen of den vorm 5 EE 
Daaruit volgt, dat de functie p het tegengestelde is van 
het omgekeerde der variabele; dus ket gevraagde opper- 
vlak is: 


BA yietga 
gta ata 
of rat =yt dz tga 
of Redy =—at datg a, - 
zijnde een eenbladige omwentelings-hyperboloïde 
W. EF. GISOLF. 


Vraag 90. Akte Kv 1903, Differentiaalrekening No. 1. 
Zoek op de kromme 
== 2eosp, y =sinp 
de punten, waarvan de afstand tot het punt ®—=0, y= —l 
maximum is, en bewijs dat er werkelijk een maximum wordt 
gevonden. 
Utrecht. Dr. J. VREESWIJK, 


Vraag 91. Akte Kv, 1909, Differentiaalrekening No. 1. 
Als x,y en u,v de coördinaten van hetzelfde punt zijn met 
betrekking tot twee willekeurige rechthoekige assenstelsels, dan 
geldt voor iedere functie z van « en y de vergelijking 
Od Ak ) =22 022 ( dz ) 
TESTEN TET STEN 
Men vraagt het bewijs. 
Utrecht, Dr. J. VREESWIJK. 
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Correspondentie. 


Over „Orthopool”. 


Naar aanleiding van Vraagstuk 224, Jen jaarg. bladz. 25 
der oplossingen. Men projecteert de hoekpunten A, B, C 
van een willekeurigen driehoek op eene willekeurige rechte 
tin D, E,‚, F; de loodlijnen uit D, E‚ F op BC, CA, AB gaan 
door een punt T, orthopool van t t.o.z. van A ABC. Het 
is bekend, dat T het snijpunt is van de Simson-rechten der 
punten B’ en C’, waar t den cirkel ABC snijdt. Door het 
punt T gaan drie Simson-rechten, te weten die van B’ en 
C’, en die van een derde punt A’ van den cirkel ABC, 
Hiermede is bewezen, dat bij één punt T drie verschillende 
rechten tf, f/, f” behooren, en dat zij een A A/B’ C/ vormen, 
in den cirkel ABC ingeschreven (orthopolaire driehoek van 
Tet: 0nz. varna ABG). 

De heer J. v. d. Griend Jr. geeft, naar aanleiding van 
zijne analytische methode, eene constructie van A A/B'C’ 
als ééne rechte t bekend is. De volgende is zeer eenvou- 
dig. Volgens de theorie van de Steinersche hypoeycloïde, 
weet men dat de Simson-rechte van A’ loodrecht op B’ C’ 
is; hieruit volgt de constructie: 

De loodlijn uit A op t neergelaten snijdt den cirkel ABC in 
A"; de loodlijn uit A” op BC neergelaten snijdt den cirkel 
ABC in A’. 

Hieruit is gemakkelijk een elementair bewijs voor deze 
stelling van den heer v. d. Griend af te leiden: 

De som der hoeken, welke eene vaste rechte d vormt met den 
orthopolairen driehoek bij een willekeurig punt T' behoorend, is 
onveranderlijk. 

Men heeft inderdaad de volgende betrekkingen : 

(a, d)= (a, t)H(t, d); (b,d)=(b, U) HU, d); (c,d)=(e, U)HE,d), 
waarin de hoeken positief of negatief kunnen zijn. Neemt 
men op den cirkelomtrek ABC eene positieve richting 
voor de bogen, dan is 
bg AA’ = bg C/C —bgB’'B; 2(a,t) =bg A/A; 
2(b,t!)=bg AA’ —bgCC; 2(e,#!) =bg AA’ — bg BB. 
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Dus is 
(a, €) + (b‚#!) + (c, 1") = (AA + AAN) J (AA — C/C — B'B) =0, 


(a, d) + (b, d) + (c‚ d) = (é, d) + (#‚ d) + (#*‚d). 

Dit is de stelling. 

De heer Boutin stelde in Mathesis (1910, bladz. 250) de 
volgende vraag: 

De punten M op den omtrek van den cirkel ABC (mid- 
delpunt O) zoodanig te bepalen, dat de Simson-rechten 
evenwijdig zijn aan of loodrecht op OM. Men kan ze de 
punten van Boutin van A ABC noemen. !) 

In de oplossing (Mathesis, 1911, bladz. 163) bewees ik, dat, 
indien A,‚ het midden van bg BC is en « het tweede uit- 
einde van den diameter AO, een der punten M op bg A,a zóó 
gelegen is dat bg A‚M=tbgA;a. Merkt men op dat 
LA,Oa=B—C, dan is gemakkelijk hieruit af te leiden, 
dat de som der hoeken door OA, OB, OC met OM gevormd, 
gelijk is aan 21. Volgens de stelling van den heer v. d. 
Griend vormt OM ook met OA’, OB’, OC’ hoeken wier som 
gelijk is aan 2r. 

De driehoeken ABC en A’B’C’ hebben dus dezelfde pun- 
ten van Boutin. Vandaar deze nieuwe stelling: 

De punten van Boutin van alle orthopolaire driehoeken bij 
een A ABC behoorend, zijn vaste punten. 

Ostende (België). R. GOORMAGHTIGH. 


Over eene stelling van G. Lemaire. 

Uit de Zntermédiaire is de volgende vraag in het W. T. 
(Jen jaarg., bladz. 222) opgenomen. Elke liĳn door het 
middelpunt van den ingeschreven cirkel van een driehoek 
verdeelt omtrek en inhoud in dezelfde verhouding. Ook 
het omgekeerde is waar, maar het bewijs is dan minder 
eenvoudig te geven. d 

Toch kan de omgekeerde stelling zeer eenvoudig als volgt 
worden bewezen. Zijn D en E de snijpunten met AB en 

1) Voor eigenschappen van deze punten, zie: Mathesis, oplos- 
sing van vraagstuk 1800 en de daaropvolgende opmerkingen (1911, 
bladz. 168 —166) en 1912, bladz. 264, waar door den heer Boutitf mooie 
betrekkingen met de úsodynamische punten vermeld zijn, De Simson- 
rechten van de punten van Boutin zijn de spits en topraaklijnen 
van de Steinersche hypoecycloïde. 
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AC van eene rechte, die omtrek en inhoud in de verhou- 
ding k deelt, en is AD = x, AE =y, dan heeft men 
2k 
edy=kladb—yte—a) of wt y= EET 
DE snijdt de bissectrix van ZA in M; ò is de afstand 
van M tot AB en AC; Ee is 
k 


Dede k 
A ADE ={ (ed y)ò= iP ia Amoer 


Hieruit volgt ò =r; de stelling is dus bewezen. 
Ostende (België). R. GOORMAGHTIGH. 


Drukfout. Waar op bladz. 79, Vraag 84 gesproken wordt 
van houd en hont moet gelezen worden hond (afkorting 
van honderd). 


Nieuw verschenen werken, 


(Door de Redactie ontvangen.) 


Uitgave van W.J. Thieme d Cie, Zutphen. 


C. GOUSTRA. Rekencursus voor Kweekscholen, Normaal- 
lessen, Hoogere Burgerscholen, Scholen voor M. U. L.O, 
en Instituten. 1918. 
le, 2e en 3e stukje, elk f 0,25. 4e stukje f 0,40. 

Uitgave van J. Waltman Jr, Delft. 


C. D. C. APPELDOORN. Leerboek der Werktuigkunde. 
Deel II, 1913. 


Uitgare van A. Versluys, Amsterdam. 


D. POSTMA. Leerboek der Vlakke en Ruimte-Meetkunde. 
Met 263 Aedren. 1913, f72:50; 


neen 


*) Van hollandsche schoolboeken wordt geen recensie gegeven, 
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De strid over de uitvinding der diderentiaalrekening 


DOOR 


Dr. P. VAN GEER, (Den Haag). 
(Vervolg van bladz. 86.) 


Intusschen komt een nieuwe correspondent opdagen in 
den persoon van den reeds meer genoemden FATIO DE 
DuiLLieRr. In een brief van 15 Februari 1692 schrijft hij 
aan HUYGENS „Les lettres que monsieur NEWTON écrivit a 
monsieur LEIBNIZ il y a 15 ou 16 ans parlent bien plus posi- 
tivement que lendroit que je vous ai cité de ses princi- 
pes qui neanmoins est assez clair, surtout quand ces let- 
tres lui servent d'explication. Je ne doute pas qu’elles ne 
fessent quelque peine a monsieur LEIBNIZ si on les im- 
primait puisque ce n'est que bien longtemps apres qu’il a 
donné au public les règles de son calculus differentialis, 
et cela sans rendre à monsieur NEWTON la justice qu'il 
lui devoit. Et la manière dont il s'en est acquité est si 
eloignée de ce que Monsieur NEWTON a la dessus, que je 
ne puis m'empecher en comparant ces choses ensemble de 
sentir bien fortement leur difference comme d’un original 
achevé, et d'une copie estropiée et tres impartaite. Il est 
vrai Monsieur comme vous l'avez deviné que Monsieur 
NEWTON a tout ce que Monsieur LEIBNIZ parait avoir, et 
tout ce qui j'avois moimême et que Monsieur LEIBNIZ 
n’avoit pas .... Ce qu’il (NEwTON) a sur les Quadratures 
est infiniment plus general que tout ce que l'on avoit au- 
paravant, et il est tres simple et d'un usage merveilleux 
dans toutes les parties de la geometrie”. 

In gelijken geest had Fario reeds aan HUYGENS geschre- 
ven in zijn vorigen brief van 28 December 1691, waarin 
hij wees op het scholium in NEwrToN’s Principia, waarin, 
gelijk hiervoor is vermeld, de naam van LEIBNIZ met eere 
werd genoemd. Daarbij noemt hij NEwTON de eerste auteur 
van den calculus differentialis en geeft niet onduidelijk te 
kennen, dat LEIBNIZ zijn kennis daarvan had ontleend aan 

Wiskundig Tijdschrift, 10e Jaargang, 9 
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meedeelingen van NEWTON door de beide brieven, die hem 
hieromtrent door bemiddeling van OLDENBURG waren 
toegezonden. | 

Hier staan wij dus acht jaren, vóór dat de strijd uitbrak, 
voor zijn oorzaak. Deze was geen andere dan het stoken 
van FaTrIo, die onder onmiddellijken invloed van NEWTON, 
met wien hij te Londen verkeerde, de eerste aanleiding 
gaf tot den strijd. Dat hij niet toen reeds losbarstte, was 
het gevolg van het stilzwijgen van HUYGENS tegenover 
LEIBNIZ van deze meedeelingen van FarTio. Had hij ze 
overgebracht, wellicht ware dan door nadere verklaring 
en opheldering de strijd voorkomen. Het duurde echter 
nog acht jaren, eer FATIO zijn beschuldiging tegenover 
LEIBNIZ gelijk hiervan werd vermeld, in het openbaar 
uitte. 

LEIBNIZ had namelijk te kennen gegeven, dat het gestelde 
vraagstuk van de brachistochroon slechts door de voortref- 
felijkste wiskundigen kon worden opgelost. Onder die wis- 
kundigen noemde hij NEwWTON, maar niet FaArIO. Inde ira! 

In een volgenden brief aan L. schrijft H. wel, hoe FATIO 
hem heeft meegedeeld, dat NEwWTON er meer van weet 
dan hij zelf en LEIBNIZ, maar van de beschuldiging rept 
hij niet; deze houdt hij voor zich. Trouwens uit niets blijkt, 
dat hij daaraan eenig geloof sloeg. 

Intusschen ging LEIBNIZ onvermoeid voort met in zijn 
brieven H. voor te lichten omtrent de toepassing zijner 
methode en het voortreffelijke daarvan. Als voorbeeld nam 
hij ook de kettinglijn. Maar het mocht niet baten : de geest 
daarvan is nimmer tot H. doorgedrongen. Nog eenmaal 
schrijft ook Fario aan H., waarbij hij opnieuw de vindin- 
gen van NEWTON roemt en meedeelt dat deze zijn methode 
in een werk zou uiteenzetten, een werk, dat echter eerst veel 
later is verschenen. Doch op zijn beschuldiging tegenover 
LEIBNIZ komt hij niet terug, waarschijnlijk omdat hij be- 
greep, dat hij hiermede bij H. aan het verkeerde kantoor was. 

Van een briefwisseling tusschen FATIO en LEIBNIZ is 
niets bekend. L. vermeldt zijn naam in een brief aan H., 
waarin hij schrijft: „Cependant comme M. Facio a bien 
de la penetration, j'attends de luy des belles choses, quand 
il viendra au detail; et ayant profité de vos lumières et 
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de ecelles de mons. NEWTON, il ne manquera pas de don- 
ner des productions qui s'en ressentiront.” In een brief 
van Farro aan den gezant van Brunswijk te Londen (April 
1694) roemt hij de voorkomendheid van LEIBNIZ, die hem 
wil voorthelpen op den levensweg; verder geeft hij hierin 
een keurige uiteenzetting van de theorieën der zwaarte- 
kracht volgens NEWTON en HUYGENS. Dat deze brief ter 
kennis kwam van LEIBNIZ blijkt hieruit, dat hij berust in 
de koninklijke bibliotheek te Hannover, waarvan deze 
directeur was. Weinig kon hij dus vermoeden, dat hij vijf 
jaren later door F. op zulk een verraderlijke wijze zou wor- 
den aangevallen, en deze dien aanval reeds in brieven aan 
HUYGENS had gedaan. Duidelijk blijkt nu, hoe de aanleiding 
tot dien aanval was gelegen in intieme gesprekken tus- 
schen F. en NEWTON, waarin deze hem meedeeling deed 
van de brieven, die lang geleden tusschen hem en L. waren 
gewisseld, welke brieven toen nog niet gedrukt waren. 

Zonderling steekt hierbij af het reeds vermelde, dat 
NEWTON nooit openlijk L. heeft beschuldigd van plagiaat, 
maar tot deze beschuldiging aanleiding gaf door meedee- 
ling aan zijn volgelingen: FATIO, CRAEG en COLLINS. Nog 
moet hierbij worden opgemerkt, hoe in het bewuste scho- 
lium wel sprake is van de gewisselde brieven, maar niet 
van de toen reeds verschenen opstellen in de A. E., waarin 
L. zijn algorithme bekend maakte en toelichtte; deze op- 
stellen waren aan NEWTON bekend toen hij in 1686 zijn 
Principia te boek stelde, doch hij zweeg hierover. Zoo 
valt blaam op allen, die aan den strijd hebben deelgeno- 
men, ook op NEWTON wegens zijn dubbelzinnige houding. 
Slechts HUYGENS moet hiervan worden vrijgesproken; niet 
slechts omdat hij vóór het uitbarsten van den strijd over- 
leed, maar ook omdat hij de beschuldiging van plagiaat, 
die FATIO in zijn brieven aan hem naar het hoofd van L. 
slingerde, opnam voor wat zij waard was, en daarvan 
geen verdere notitie nam. 

Zonderling treft het, dat nog in 1698 tusschen NEWTON 
en LEIBNIZ brieven werden gewisseld, waarin de meeste 
hoffelijkheid tegen over elkander werd waargenomen; 
maar NEWTON getuigde geen vriend te zijn van weten- 
schappelijke briefwisseling, die zoo licht tot strijd aanlei- 
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ding gaf en daardoor hem de zoo noodige gemoedsrust 
ontroofde; met dezen brief eindigt dan ook hun corres- 
pondentie, die niet meer werd hervat. 

Wat de brief wisseling tusschen L. en H. betreft, zij werd 
tot het laatst van H.’s leven voortgezet, steeds in denzelfden 
vriendschappelijken geest, doch die voor ons onderwerp 
niets bijzonders meer aanbiedt. De laatste brief van L. 
werd geschreven kort voor Hs overlijden, maar niet meer 
verzonden, omdat het bericht daarvan tot hem kwam. Toen 
schreef hij een diep gevoelde lofrede op zijn overleden 
vriend, die hem had ingewijd in de studie der hoogere 
wiskunde en daardoor in staat gesteld het hooge stand- 
punt te bereiken, waartoe hij was gekomen. 


Eur 


Wat leert ons nu de aangehaalde correspondentie om- 
trent den strijd over de uitvinding der differentiaalrekening ? 
In de eerste plaats dat haar oorzaak is te zoeken in het 
stoken van FATIO DE DUILLIER tegen LEIBNIZ. Aanvanke- 
lijk deed hij dit in particuliere brieven aan HUYGENS; 
eerst toen hij bemerkte, dat dit door het hoogstaande 
karakter van zijn correspondent zonder gevolg bleef, deed 
hij het, niet om eenig wetenschappelijk belang te bevor- 
deren, maar uit gekwetste ijdelheid in het openbaar, nl. in 
een brochure, waarin hij te kennen gaf, trouwens minder 
heftig dan in zijn brieven — niet alleen dat NEWTON de 
eerste uitvinder was, hetgeen niet wordt betwist — 
maar ook, dat LEIBNIZ zijn ontdekking had ontleend aan 
brieven van NEWTON. Aanvankelijk nam deze de beschul- 
diging niet ernstig op en verzocht slechts aan de R. 
S. om haar medelid te dwingen, deze beschuldiging te 
herroepen. Eerst toen dat zonder gevolg bleek, en engelsche 
wiskundigen als CRAEG en COLLINS de beschuldiging her- 
haalden, vatte hij meer vuur en wendde zich nu in krach- 
tiger termen tot de R S. om deze te noodzaken den goeden 
naam van hem, buitenlandsch lid, door tegenspraak hoog 
te houden. Hoe dat niet is geschied, maar een partijdig 
onderzoek in zijn nadeel afliep — hoe hij zich hierdoor tot 
betreurenswaardige handelingen liet verleiden, is reeds 
meegedeeld, zoodat ik daarop niet behoef terug te komen, 
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Toen de strijd niet een wetenschappelijk maar een natio- 
naal karakter had aangenomen, werd hij voor goed bedorven. 

Zonderling dat van hen, die aan den strijd deelnamen, 
of later daarover schreven, zoovele wel de gewisselde 
brieven aanhaalden, maar geen kennis namen van de wer- 
ken der hoofdpersonen. Reeds zagen wij hoe lichtvaardig 
door engelsche schrijvers zonder behoorlijke bronnenstudie 
over dien strijd werd geoordeeld en dan altijd in het voor- 
deel van NEWTON, dus partij kiezend tegen LEIBNIZ. Maar 
gaat men beider werken aandachtig na, dan blijkt zulk 
een verschil van opvatting, dat elk denkbeeld van plagiaat 
moet vervallen. 

Beide hadden trouwens voorgangers. De eerste van 
dezen was FERMAT, die door sommige fransche wiskundigen, 
waaronder niemand minder dan LAPLACE, voor den eigen- 
lijken uitvinder der differentiaalrekening wordt gehouden. 
Doch ten onrechte. In zijn methode „de maximis et mini- 
mis” maakt hij gebruik van de afgeleide van een algebra- 
ischen vorm, doch deze moet dan in een eindig aantal 
termen zijn ontwikkeld Zijn methode werd uitgebreid door 
onzen landgenoot HUDDE; SLUSIUS paste haar toe op meet- 
kundige vraagstukken, zoo ook HUYGENS en andere. Ieder 
van hen had toen zijn eigen methode om raaklijnen te 
construeeren, zoo ook ROBERVAL, WALLIS en SLUSIUS. 
NEWTON sloot zich aanvankelijk aan bij de methode van 
zijn leermeester BARROW, maar ging veel verder en bouwde 
hierop zijn fluxierekening. Ook LEIBNIZ ging uit van de 
leer der genoemde voorgangers, bepaalde zich eerst tot 
reeksontwikkelingen, maar kwam toen tot het gelukkige 
denkbeeld om exponentieele, logarithmische, cyclometrische, 
en in het algemeen transcendente (deze benaming is van hem 
afkomstig) functies in zijn behandeling op te nemen. Zoo 
kwam hij tot een methode, die wel hetzelfde doel had als 
die van NEWTON, doch in oorsprong en toepassing daar- 
van verschilde. 

(Wordt vervolgd.) 
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Gauss Consteuetie van den reegelmatigen zeeventienhoek 


DOOR 


Dr. A. KEMPE (Rotterdam). 


Zoals bekent is, kan de zijde van den reegelmatigen 2n-hoek 
altijt in die van den reegelmatigen n-hoek worden uitgedrukt. 
Wanneer echter » ondeelbaar en n— 1 door 4 deelbaar is, 
kan die zijde ook uitgedrukt worden als de som van twee 
der onbestaanbare nde-wortels uit de eenheit. Zo kan de 
zijde van den 10-hoek als de som van twee dier 5de-wortels 
worden uitgedrukt en zo ook de zijde van den 34-hoek als 
de som van twee dier 17de-wortels enz. 

De zijde van den reegelmatigen 6-hoek, waarbij n= 3 
maar n— l niet door 4 deelbaar is, kan niet als desom van 
twee dier 3de-wortels worden Wiee dEUS 


Algemeen toch is Zo, =2 sing, ‚ wat gemakkelik te be- 


wijzen is, door in een cirkel wiens middelpunt M is en 
waarin koorde AB =Z, getrokken wort, op den gelijk- 


beenigen A MAB den sinusreegel toe te passen, waardoor 
AB: AM =— sin :sin (905) 
2n 


2n 
in Dn En 
AM sin B AMX 2 sn COS 5 In 
of Lon = = —2AMsin >=, 
GOS Ze COS 5 fe 
2n 2n 
of, AM =T neemende, Z. =2sin ee, 
2n 2n 
= 5 Zi KT v/e 
Uit Zn 2 sin gr =2eos( 5 wen == 
— 2 cos Li r=2oos i DS et) 
volgt dadelik dat, zal dit als de som van twee on onbestaan- 
bare nde wortels uit de eenheit te schrijven zijn, ET 
een geheel getal moet zijn, want in #21 — cos a + 4 sin Ee 


AS Bijzondere spelling. 
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is k een geheel getal, te neemen van 0 tot en met En 5 


als n oneeven is. 
We zullen de algemeene onbestaanbare nde wortel uit 
de eenheit kortheidshalve bestempelen met e en met e, 


6 


bedoelen cos id + 4 sin Jd 


Mk me Ver ; À 
COS _—— SIN pad Hierdoor is: 


en met Kee bedoelen 


2r 
a 
Vergelijkt men dit met («) dan is, als k ir is, 


pte p=2eos Er == 2 cosk X 


€ € n 
n—l —l 
Er RR 
door 4, is Lj „de som van twee der onbestaanbare nde wor- 


of bij n ondeelbaar en n—1 deelbaar 


tels der eenheit. 
Voor speciale gevallen, b.v. Z,,, is n=5, k=l en dus 
Liot He j=2Cos jr =2 eos 120 = 
=d XE V5D) =d +5). 
Or Bela Hel, A4 en dus 
2 
Liss SE HE 4 LCOS Hr 7 =2 COS 4 X 17 


Hiermeê is het begin van dit opstel beweezen. 
Schrijven we nu kortheidshalve de 17 wortels der eenheit 
€ et SET € RN) ‘3 Ee B 0 ee E17 le 5 
eed 
en herinneren dat in 1 = cos En + {sin Ad k te neemen 
is van 0 tot en met 8, dan is de som van 
EE aen 
2 COS 2 7 +2 eos fz J 2 Cos B +2 CoS Hr —= 
ads lk 
=d (COS A7 7 + COS #7 7 H COS Pr — COS Hr 7) — 
=n (ter bekorting) 
en van egt € gt es + est gt egt erde n= 
= (cos; J COS Ar — COS Hr 7 H COS B 7) = nj. 
[Voor cos}, 19 zen 4 is geschreeven cos (z— #7) enz.] 
Deeze groepeering der e is van grote beteekenis. 
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Neemt men de som van „+ »n, dan krijgt men de som 
der zestien wortels van de vergelijking e£7 —1 == 0. Voegt 
men daar dus e, of 1 bij, dan moet die som nul zijn, dus 


naj tl=0 of nn 1 GA 
Neemt men het produkt van „ en n,, dan is: 
nn, —=4 (COS #7 GR COS #77 COS 77 — COS 777 COS HT — 


— COS #77 COS #7 + enz. in ’t geheel zestien termen) . . (y) 
Wort (y) Dorm delt EEn de formule 


2 cos 4 eg: cost == COS Pp + COSQ, dan wort: 
nn, = 8 (COS + AN 
— COS 7 + COS Jr — COS PT) = — gt ln (3) 


COS 4 X dr 7 
(Bierens de Haan, Overzicht Gon. en Trig. bl. 49 ie dr). 
Wort het laatste lit van (ò) behandelt met 
2sin 5 (p +q) sin }(p—q)=ecosq—cosp, dan wort: 
—_8 (COS LX ir To COR rr EN 
2eost X rr TEN 
De verg. (£) en ({) beheersen nu verder alles, want 
nd ny =—l en m,=—4 geeven: 
EN eta Bel deld (6) 
ER ne EEN 
Neemt men z =ejde gt eyte 4208 Pr +208 {7 
on egte gt egt eg — 2 COS # 77 — 2 COS A77 
Ba tghe gege s=2COSH 7 — 2 COS Hz 
Lg Egt Erten =2C08 PJ 2 Ce08 Br 


NA 


dan is 2 Perm MoN Oe Zn 3 
Zat 238 nn Zet3=—l () 
(Deeze laatsten uit te reekenen als (€); men vint m.m. 
(Dise! 
2E + eos xr en die E nt) 
bel 17 
Uit (A) volgt: 
Nt KU Sd) _n— Vn? 44) 
Tse Ch LOER Gean — rd 


_ mt?) _ n= V(1*-H4) RER. (4) 
2 2 


VBA 2 NAT 1 WGB 18117 H (8840 — 760117) 
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Neemt men ten slotte 
Dn ee — 2 COS 7 
u, = Jan Ee 4 2 GOS rr 7 — Zie, (zie, («) bl, 134.) 


dan is J-&, —=z en 
Lr, —=4 COSPr COSErT —= 2 COS Apr H 2 COS Fr —= 23 
En ie ge 
EE) 
Resumeerende is alzo 
2 Wz? — dz) 
5 == 
Bee EO A) en il fent-VAlnPsE4)N Henne) 
eN We) en? RE 


BO == 


EE, e zr) +4 
4 | Ki 
mm +y (SE) aí D. Elie HE Zi, +4] 
D / 2 zn 
2 


A 


8 

Daar in (es) geen andere dan tweede machts wortelteekens 
voorkomen, kan de zijde van den reegelmatigen 34-hoek 
met passer en liniaal geconstrueert worden en dus voor 
den 17-hoek enz. Wil men de straal van den cirkel, waarin 
de 34-hoekszijde afgezet zal worden, niet als eenheit be- 
schouwen, dan plaatse men vóór (s) een B. 

De vorm, waarin (s) gegoten is, zal echter aanleiding 
geeven tot veel constructiefouten. ’ 
4 
ook een geheel getal is, niet op dezelfde wijze te vinden ware. 

Gauss, die later in zijn „Disquisitiones arithmeticae” de 
cirkeldeeling meer algemeen behandelde, heeft aangetoont 
dat bovenstaande bereekening en constructie alleen toe- 


De vraag doet zich voor, ot de 18-hoek, waarbij Le 


passelik waren voor ’t geval dat n in den vorm 2 +1 kan 
gebracht worden, ondeelbaar is, — en ik meen er aan te 
mogen toevoegen: als n— 1 door 4 deelbaar is; dus voor 
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5, 17, 257, 4049 enz. Alle andere gevallen worden — 
behalve natuurlik de bekende series — hierdoor uitgesloten. 
Het zijn dus nog de reegelmatige 34-hoek, 514-hoek, 8098-hoek, 
enz., resp. 17-hoek, enz, die slechts voor passer- en liniaal- 
constructie vatbaar zijn. Men vrage echter niet hoe lang 
deeze construeerbare formulen zullen zijn. 


Een hoek in drie gelijke deelen le verdeelen, 


0 In the Mathematical Gazette van Mei 1913 
geeft INAYAT ULLAHKHâN de volgende con- 
structie, die evenals alle andere voor het- 
zelfde doel slechts een benaderende is. 

E B Zij AOB de gegeven hoek. 


D Beschrijf een halven cirkel OAB, waarvan 
C het middelpunt willekeurig op OB geno- 
men wordt. 


Beschrijf een cirkelboog BC met OB als straal. Legeen , 
liniaal zóó door O, dat ED = DC is, dan is 
ZAOC=}Z AOB. 
F. J. VAES. 
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Enkele eigenschappen van een driehoek op welks 
zijden velikaidiee (geiKvormee) driehoeken 
dijn beschreven 


| DOOR 
L. J. HARMSEN (Weltevreden). 
(Vervolg van bladz. 33.) 


V, Als op de zijden van A ABC buitenwaarts driehoeken 
beschreven worden gelijkvormig met A PQR, zoodat de toppen 
een nieuwen driehoek A,B,C, vormen, en tevens binnenwaarts 
driehoeken eveneens gelijkvormig met A PQR, zoodat de toppen 
een driehoek A,B,Cs vormen, dan zullen samenrallen : 

a. de middens van AA,, respectievelijk BB, en CC, met de 
middens van B,C', resp. A,C, en A, Bs. 

b. de middens van AA, resp. BB, en CC, met de middens 
van B, C, resp. A, C, en A, B, 

c. de middens van A, As, resp. B,‚B, en C,C met de mid- 
dens van BC, resp. AC en AB. 

Bewijs. Dat b.v. het midden van AA, (Fig. 6) samenvalt 
met het midden van 
—_B, B, C‚ volgt onmiddel- 
lijk hieruit, dat als 
wij B, met A, ver- 
binden, er een drie- 
hoek A‚CB, ontstaat 

gelijkvormig met 
A ABC, daar A,C en 
B,C zich verhouden 
als BC en AC, en de 
hoek, dien zij inslui- 
ten, gelijk Z/C van 
A ABC is. Daaruit 
volgt dat A,‚B, gelijk 

Fig. 6. en evenwijdig aan 
AC, is, zoodat de lijnen AA, en B,C, elkaar middendoor 
deelen. 
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Op overeenkomstige wijze blijkt, dat A,C, gelijk en 
evenwijdig is aan AB,‚,‚ zoodat AA, en B,‚C, elkaar ook 
middendoor deelen. 


P Het gestelde sub c volgt onmiddellijk 
daaruit, dat b.v. A,BA,C een parallelo- 
gram is. 


R VI. De middens van BC, ArCren 
A,B, (samenvallende met de middens van 
AA, BB, CC) zijn de toppen van drie- 

hoeken gelijkvormig met A PQR buitenwaarts beschreven op de 

zijden van den driehoek gevormd door de middens van de zijden 
van A ABC, terwijl driehoeken gelijkvormig met A PQR bin- 

nenwaarts daarop beschreven hunne toppen hebben in de mid- 

dens van B,Us, A,Cs resp. ÁÂ,Bs (samenvallende met de 

middens van AA, BB, en CC.) 

Bewijs. Beschouwen wij (Fig. 6) b.v. den driehoek ge- 
vormd door het midden van B,‚C,, AB en AC. Daar a, 
tevens het midden is van A‚A, blijkt dadelijk, dat A a,be 
BA ASBG: | / 

Zoo is ook, daar a, tevens het midden is van AA,, A a,be 
—A,BC. Hiermede is het gestelde bewezen. 

Gevolg. Als op de zijden van A A,B,C, buitenwaarts 
driehoeken gelijkvormig met A PQR beschreven worden, 
zoodat A A;B;C; ontstaat. en evenzoo binnenwaarts, zoodat 
A A,B‚C, ontstaat, zijn de middens van A‚A;, B,B3, C,C3 
(samenvallende met de middens van B,C,, A4,C,, A‚,B) de 
toppen van gelijkvormig met A PQR binnenwaarts beschre- 
ven driehoeken op den driehoek gevormd door de middens 
der zijden van A A‚B‚C,, terwijl driehoeken gelijkvormig 
met A PQR buitenwaarts hierop beschreven hun toppen 
hebben in de middens van A,A,, BB, en C,C, (samen- 
vallende met de middens van B4;C;, A;C; en A;B;). Een 
overeenkomstige eigenschap bestaat bij driehoeken gelijk- 
vormig met A PQR beschreven op de zijden van A A,B,Cs. 

VIT. Worden op de zijden van den driehoek gevormd door 
de middens van AA, BB, en CC, (samenvallende met de 
middens der zijden van A A,B,C,) buitenwaarts driehoeken 
beschreven gelijkvormig met A PQR, dan vallen de toppen in 
het midden van A,‚A3, B,B; en C,Cs. | 

Bewijs. Nemen wij (Fig. 6) in beschouwing het punt b4, 


Fig. 6a. 
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het midden van B,Bs. Volgens VI gevolg weten wij dan, 
dat A b‚a,e, “+ A PQR. Verbinden wij a, met c‚ en c‚ met 
d, dan volgt. uit de WO GAD cah B Cren enanr= 
En L Bs As 

A BRC rde DR bne PR-POSDr ARD 0 
De driehoeken a, ec, b, en c‚ a, b4 hebben dus twee zijden 
evenredig. Bovendien zijn de ingesloten hoeken gelijk, 
omdat Zb,a,c;= hoek van B, C, met B,‚C=hoek van 
es ACT em Ab, crüs hoek: van B,A, metrBiÂA== 
== hoek van A/C’ met AC. 

De driehoeken b‚a,c, en b,c‚a, zijn dus gelijkvormig. 
MEEEIRNvOlet 1e Dic ‘rar bRE POREN Zele bpde =S 
Za, b‚c, =RPQ, zoodat 3e A b, cz az “+ A PRQ, waarmede 
het gevraagde is bewezen. 

Gevolg. Daar de punten a,, b,, c‚ de middens zijn van 
B,C,, A, C4‚ en A‚B, en de punten as, b,, c‚ de middens 
van B,C,, A,C, en A,B, zullen nu ook driehoeken gelijk- 
vormig met A PQR buitenwaarts beschreven op de zijden 
van A A,B,C, hunne toppen-hebben in A, resp. B, en C,. 

VIIL Als op de zijden van A ABC driehoeken beschreven 
worden gelijkvormig met A PQR, zoodat een nieuwe driehoek 
A,B,C, ontstaat, en op de zijden van A A,B,‚C, driehoeken 
gelijkvormig met een anderen driehoek P‚Q,R,, wordt dezelfde 
einddriehoek A,B;C; verkregen, als het geval zou zijn, indien 
eerst op A ABC drie!oeken gelijkvormig met A P‚Q,R, wer- 
den beschreven, zoodat een A A, Bel; ontstaat, en op de zijden 
van dezen, driehoeken gelijkvormig met A PQR, mits in beide 
gevallen overeenkomstige driehoeken op dezelfde wijze (buiten- 
of binnenwaarts) worden geplaatst. 

Bewijs. Op de zijden AB en AC van A salie (Fig. 7) 
zijn gelijkvormige driehoeken ek | 
en ACB, beschreven (> A PQR), 
vervolgens op BC, cal Reboot 
B‚C,As AP, Q, R‚. Indien de drie- 
hoeken ABC; en ACB, ook gelijk vor- 
mig met A P,Q,‚R, zijn, zullen wij 
nu aantoonen, dat dan A B;C,A; ge- 
lijkvormig is met A PQR. 5 

Indien wij uit Be, Cé en A; lijnen Fig. 7. 
trekken, die respectievelijk met AC, AB en B‚C, hoeken 
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maken gelijk aan de hoeken C en A van A B'CA, zullen de 
verkregen punten D en E; Len K, G en Hgelijkstandige 
punten zijn. Daaruit volgt, dat als DB, de lijn AB, snijdt 
in F, en KC, de lijn AC, in I, wij zullen hebben : FG // AC, 
en HI//AB, 

Immers is CD :DA=p:g, dan zal ook B‚G:GC;, =p:g, 
terwijl daar DF // CB, ook B,‚F' :FA=p:g. Derhalve FG //AC,. 

Verdeelt het punt E voorts den afstand DA in de ver- 
houding m : n, 

DE:EA =m:n 

dan vinden wij nu gemakkelijk: 


Biz X DE == 
mM 


Derhalve: daar B‚C:AC, == AC: AB 
BE: FG = AC:-Ê-_ x AB. 
î | EE bd 
Voorts blijkt, dat nu: 
Eik 


pg XPO 


1 AB, 
an bn 


en HI= 
Derhalve ook: 


HLC LAC 
d Orr pq 


en dus: De sG 

Daar voorts ZB;FG=hoek van B‚C met AC, =ZÁ 
van A ABC, = ZC,IH =hoek van B‚Á met BOR 
van A ABC, 


is dus: A BPG A C.IH. 
Hieruit volgt: fe. B‚G: C,H == FG: C,1 
AC Xx BC 
kien Ne : 
— AGB 


2e, dat de hoek, waaronder B,G en C‚H elkaar snijden 
gelijk is aan den hoek, dien b.v. FG en C‚I met elkaar 
maken, d. í, hoek ACB. 
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RAROO As GA H ARB en GA; Ha ZAG, B 
zullen nu driehoeken A;GB; en A;HC, gelijkvormig zijn, 
de overeenkomstige zijden zich verhouden als AC, : BC, en 
elkaar snijden onder een hoek gelijk aan / AC, B. Derhalve 

5 H is A AsBse Cs gelijkvormig met 
en S AC,AB en dus met A PQR, het- 
| NSE geen te bewijzen was. Wij zijn er 
Ls hier van uitgegaan, dat alle drie- 
50, hoeken buitenwaarts beschreven 
worden. Voor de gevallen, dat òf 
de driehoeken — A PQR en òf die 
gelijkvormig met P,Q‚R, binnen- 
waarts beschreven worden, wordt 


gen het bewijs op overeenkomstige 

\/ wijze geleverd. 

É Gevolg. Worden op de zijden 
Fig. 8. van een driehoek driehoeken be- 


schreven gelijkvormig met A P,Q,R,, op de zijden van 
den driehoek, gevormd door de toppen, driehoeken gelijk- 
vormig met-A P,Q‚R,, op de zijden van den nieuwen 
toppen-driehoek, driehoeken gelijkvormig met A P;Qs;Rs, 
BNB 2 Sen ‚ dan wordt steeds dezelfde einddriehoek ver- 
kregen, in welke volgorde men de driehoeken PQR bij de 
constructie ook invoert, mits slechts overeenkomstige drie- 
hoeken op dezelfde wijze (buiten- dan wel binnenwaarts) 
geplaatst worden. 


P 
Een bizonder geval hiervan treffen wij Se À 
reeds aan onder Vllgevolg. Wordennl. £ 
op de zijden van A ABC buitenwaarts R 


q 

driehoeken beschreven gelijkvormig met lg A 
A PQR, zoodat ontstaat A A,‚B‚C,,op de maken 
zijden van AA,B‚C, binnenwaarts driehoeken eveneens 
gelijkvormig met A PQR, dan wordt dezelfde einddriehoek 
A,B,C, verkregen, als wanneer eerst op de zijden van A ABC 
binnenwaarts driehoeken gelijkvormig met A PQR beschre- 
ven worden, en op de zijden van den verkregen driehoek 
A;B,C, buitenwaarts driehoeken ook gelijkvormig met A PQR. 

Wij hebben duidelijkheidshalve dit geval nog eens in 
fig. 8 weergegeven, (Wordt vervolgd.) 
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enige beschouwingen over cirkel en ellips 


DOOR 
A B. VAN HAMEL, (Den Haag). 
(Vervolg). 


Inhouds-berekening ellips-sector. 


Uit het bovenstaande 
volgt nu gemakkelijk 
Inh. ell. sector ME/D _ sina 
Inh.cirk.sector MED sin p 
Inh. cirkel-sector ME/D = 
=tr*p (p in radialen) 
dus inh. MED = tab p. 
Nu volgt uit (1) en (2) 


of Sp=bgtg (D tete) 


We vinden derhalve voor: 


Inh. MED — ab be tg (Stete) 


of voor Inh. ME/B ==} ab bg tg (Ets za) 
want tengevolge van de symmetrie van de punten E’ en 
D zal 

Voor willekeurige elliptische sector, waarvan de voer- 

stralen hoeken j, en j, met de as maken, vinden we 
Lab \bgtg (Ctss,)— bete (Ftaj.) |: 

Bij de beschouwingen hebben we a en p constant gela- 
ten. We kunnen echter r alle waarden geven tusschen 
a en b, en met r zullen bij dezelfde ellips de waarden van 
a en p variëeren; immers bij een bepaalde 7» behoort een 
bepaalde Za en bij een bepaalde Za en r behoort een 
bepaalde Zp, want 


r : hd 
GOS FP ==; COS 9, sin {p= Singa. 
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Bepalen we de afgeleide van p naar a, dan vinden we 


dx _ ab sina 
dp — r° sinp' 

Schrijven we dit in den volgenden vorm 

abdtp=rdta, 
dan vinden we hetzelfde, wat we reeds gevonden hebben, 
want het 2e lid stelt een inhoud-integraal voor, wat uit de 
fig. gemakkelijk is te zien. 

In ’t voorgaande zijn we steeds uitge- 
gaan van een middellijn van een cirkel, 
waarop de voetpunten der draaiende 
koorden lagen. We zullen nu de vraag 
behandelen, wat het verband is tusschen 
a,p,r,a en b, indien we uitgaan van 
een willekeurige koorde van den cirkel. 

Dat ook bij deze draaiing een ellips 
ontstaat, is licht te vermoeden. 

Zij AB de koorde van den cirkel, waarvan we uitgaan ; 
deze kiezen we tevens als x-as van een rechth, coörd. 
stelsel met O’ tot oorsprong. 

De vergelijking van den cirkel in dit stelsel, is 

nr t(ytor=r? 
als c voorstelt den afstand OO’, 

Kiezen we weer een nieuwe y-as, elke een Zp met 
x-as maakt, dan wordt de vergelijking bij denzelfden oor- 
sprong 0’ 

(a! + y’ co p)? + (y’ sin p HC)? =r?. 

Voeren we nu de draaiing uit, totdat de hoek « wordt, 
dan wordt de vergelijking in een c.s. met « tot coördinaten 
hoek en 0’ tot oorsprong 


(Jy eos p)? + (ysinp + Cc)? =r? 
of in een rechthoekig coördinaten stelsel met weglating 
van de accenten 


er 


(rp eotgety sin « sin a 


We gaan nu de vergelijking reduceeren, door het c. s. 
te verschuiven naar ’'t middelpunt van de ellips. 
Wiskundig Tijdschrift 10e Jaargang. 10 
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We vinden | 
zi _ CoSp > (Ee 2 
ee ( GOE sin a | Eel sin? « Tt COLE 
| COS°p COS p EN 
einde a le sin « F5 0. 
H stelt de coëöff‚ determinant van Hesse voor ; deze wordt: 
hr 4e _ COSP 
1 — (cotga— GE) U. 
en ), Ee COS P ‚Snp =H 
( GE, sin a ; (cotg ha — Zn colg «+ Errd C sine 
8) sin p c? r? 
: sin « î 
sin'p 
BEN sin? « 
sin? p 
sin? « 
Hie 
Dus Eeen 12% | 
î é sin Pen 
Opmerking. Vroeger is gevorden Ree EE 
4 en. 2 
‚dus D a ab? = ID Er En 
Inh ellips. =#ab=zr De: 


De vergelijking van de ellips op haar middelpunt gere 
duceerd wordt dus 


n° — xy (cotg a ee ei) — 
aen lan a—?2 Sn Cótg ad - ne r?=0 (3) 


Vergelijken we deze vergelijking met die, welke we 
kregen, toen we uitgingen van een cirkel-middellijn als 
basis van draaiing, dan z'en we, dat beide identiek zijn. 
Ook hier vinden we de 2 vergelijkingen (1) en (2) terug. 


1 id 1 yr . 1 et 
cos$p=-costa, sin p= Sinta. 


% 
a b 
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Deze condities zijn onathankelijk van c,‚ dus van de 
plaats, waar we de basis AB genomen hebben. We krij- 
gen derhalve bij elke evenwijdige basis van draaiing een 
ellips, welke bij eenzelfde r, « en p gelijk en gelijkvormig 
is met die, welke ontstaat uit den cirkel, maar nu meteen 
evenwijdige middellijn tot basis. We kunnen dus uit een 
cirkel door evenwijdige verplaatsing van de basis van 
draaiing en in elken stand van deze, hetzelfde draaiings- 
proces toe te passen een reeks van gelijke en gelijkvor- 
mige ellipsen doen ontstaan. _ 

Nu zullen we de vraag behandelen: Hoe staan de ellip- 
sen van dezen bundel ten opzichte van elkaar ? 

Daartoe merken we het volgende op: 

We hebben ’t coördinaten-stelsel van 0’ verschoven naar 
’t middelpunt M en vonden de vergelijking (3); in deze 
vergelijking komt ce niet voor, dus is de vergelijking van 
elke ellips, na op haar middelpunt gereduceerd te zijn, 
steeds dezelfde, dus onafhankelijk van het punt O’, 

Nemen we nu een ellips en stellen we, dat een der 
assen een hoek «a maakt met de x-as; de vergelijking van 
die ellips op zijn middelpunt gereduceerd wordt == verge- 
lijking (3); de hoek «a zal een zekere functie zijn van den 
coëfficienten van de vergelijking (3), en deze functie zal 
voor alle ellipsen dezelfde zijn, omdat vergelijking (3) 
dezelfde is voor alle ellipsen. Merken we verder op, dat 
we slechts een translatie van ’t C. S. hebben uitgevoerd, 
dus dat alle hoeken, die lijnen met de x-as bijv. maken, 
dezelfde blijven, dan komen we tot de conclusie, dat de 
standen der verschillende ellipsen dezelfde zijn, derhalve, 
dat de ellips zich als het ware evenwijdig aan zich zelf 
bewogen heeft in het vlak van teekening. 

De stand van een der assen is nu gemakkelijk te bepalen ; 
deze halveert ook hier Za; we hebben slechts O0’ met O 
te laten samenvallen, om dit, in verband met wat vroeger 
gezegd is, gemakkelijk in te zien. 

Indien we de koorde AB laten bewegen, zal die op een 
zeker oogenblik raaklijn worden. Gaan we van deze raak- 
lijn uit en laten we op de bekende wijze de ellips ontstaan, 
dan moet deze een bijzondere plaats innemen ten opzichte 
van den cirkel. Immers de punten A en B van den cirkel 
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zijn ook punten van de ellips; deze zijn samengevallen in 
t punt P, m. a. w. de ellips heeft 2 oneindig dicht bij 
elkaar liggende punten met den cirkel gemeen, en raakt 

derhalve aan den cirkel in ’t punt P. 
) P Met behulp van ’t bovenstaande 
6 kunnen we gemakkelijk verschillende 
F ellips-constructies uitvoeren, waarbij 
raking aan een cirkel of een lijn te 

A pas komt. 

Bijv.: Gegeven een cirkel en een 
punt P; gevraagd een ellips met ge- 
geven assen a en b te construeeren, 

Fig. VL die raakt in P aan den cirkel. Er is 
hier verondersteld, dat » ligt tusschen a en b; is dit niet 
het geval, dan kunnen we altijd een anderen cirkel aan- 
nemen, waarvoor dit wel het geval is, en welks middel- 
punt ligt op de lijn PM; de gevraagde ellips raakt dan 
aan beide cirkels. 

De oplossing van dit vraagstuk komt hier op neer, dat 
we Za bepalen uit de vergelijkingen (1) en (2) nl. 


COS p= Costa, sin bp = sin La. 

Verbinden we P met M en nemen we MA | PM; passen 
we ZBMA=4/« uit, dan vinden we den stand van één 
der assen. Construeer de toegevoegde middellijn MC, be- 
hoorende bij MA; trek een lijn door P, evenwijdig en 
gelijk MC == M’P, dan is M/’ het middelpunt vande ge- 
vraagde ellips. 

Ook hadden we hoek p kunnen bepalen en dan het 
draaiingsproces op « en DP kunnen toepassen. 

De algemeene regel van de ellips opgesteld in O wordt 


je | (y oP gel or 


sin « 


COS Pp 
sin « 


x— (y—e) cotg a J- (y—C) 


Voor het middelpunt krijgen we de2 volgende voorwaarden: 


af df 

seo U 
AE bte Er Ger 
dx ie 9 9 sin « 
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COS p cosp 


ò 
2 ae (y—cC) cotg a + (y—cC ET [— cotget CP) En 
sinp Sp 
+2 yd ul EE il 


L_| __ Sinp e| sip sinp (EE sn 
òy yd) HAT sina Got y sinx  °\ sina —1)=0. 

Door eleminatie van c vindt men de meetkundige plaats 
der middelpunten van de respectieve ellipsen. 


sinp 
Of sATA sin p 
En dy Ster sinp ze sin p — sin « 
sin 


y(t sin p )— Slk 
ek) sinp—sina/ “ sinp— sina 


Dit gesubstitueerd in F0 geeft 


sin « COS« sin « COSP _ © 
sinp—sina * sina sin p — sin a sin 


LY 


COS « — COSP 


2tye 


sin p — sin « 


(« ee 


vt ytg 


We krijgen dus voor de meetkundige plaats der mid- 
delpunten van den ellips-bundel een rechte lijn door O; 
t is als ware de ellips, die men verkregen heeft door van 
een middellijn als draaiings-as uit te gaan, evenwijdig aan 
zich zelf in de richting van deze lijn verschoven. 


We zijn steeds uitgegaan van een cirkel en daaruit 
hebben we een ellips doen ontstaan, maar ’t is duidelijk, 
dat ’t draaiingsproces omgekeerd kan worden, m. a. w., 
dat we uit een ellips weer een cirkel kunnen doen ontstaan. 

De voorwaarde-vergelijkingen, die we in beide gevallen 
zullen krijgen zullen dezelfde zijn, nl. 


\ À EE 
COS p= CSE, sin p= gsinte. 
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Uit deze vergelijkingen volgt evenals we reeds vroeger 
bekandeld hebben, dat bij een bepaalde ellips (assen a en 
b) en bij een bepaalden cirkel (straal = r) bepaalde hoeken 

NE Ap: a en p behooren. 

Nemen we bijv. een 
ellips met middelpunt 
M en een willekeurige 
koorde AB ; nu willen we 
gp AB als basis van ‘t draai- 
ingsproces beschouwen. 

We weten alvast dat 
de cirkel, die ontstaan 

alen MA zal, door de punten A 
Fie. VIL en B moet gaan ; verder 
merken we op, wat de 
grootte van den straal betreft, dat deze ook volkomen be- 
paald is door den stand AB. Trekken we namelijk een 
middellijn evenwijdig aan AB, dan zal deze gelijk zijn aan 
de middellijn van den cirkel, die ontstaan zal bij draaiing 
van de elliptische koorden om hare snijpunten met de lijn 
AB. Dit volgt onmiddellijk uit hetgeen we bewezen hebben 
Eerd omtrent den bundel 
gelijke en geliĳk- 
vormige ellipsen, 
die uit een zelfden 
cirkel ontstaan kun- 
nen. 
De cirkel is nu 
B gemakkelijk te con- 
strueeren. Boven- 
dien geeft de fig. 
Fig. Vlla. ook den hoek «, 

We kunnen hier opmerken, dat we uit de ellips een 
bundel cirkels kunnen doen ontstaan, indien we de lijn 
AB evenwijdig aan zich zelf laten bewegen en bij iederen 
stand ’t draaiings-proces uitvoeren. 

We krijgen geheel analoog met de ellips-bundel, een 
bundel gelijke cirkels, wier middelpunten ook op een 
rechte liggen. 

We zijn uitgegaan van een bepaalden stand der koorde 
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AB; nemen we nu een anderen stand, dan krijgen we 

een anderen bundel cirkels, maar ook andere hoeken a en p. 

We hebben reeds gevonden, dat bij een bepaalde ellips we 

r alle waarden tusschen aen b kunnen geven, en « en p met 

de grootte van r varieeren, evenwel met dien verstande, dat 
isip=jigte. 

De verhouding EE 5 2D is dus een betrekking, die den 


vorm van de ellips bepaalt, namelijk de verhouding E 


dus voor een bundel gelijkvormige ellipsen dezelfde is. 
Met behulp van 't bovenstaande kunnen we nu, evenals 
we dat vroeger gedaan hebben met den ellips-sector, ook 
de inhouds-formule van een ellips-segment uitdrukken. 
We vinden namelijk 
Inhoud ellips segm.__ sina _ ab 
Inhoud cirkel-segm.  sinp  r? | 
De inhoud van het bijbehoorend cirkel-segment is ge- 
makkelijk uit te drukken in de lengte AB en r. 
(Wordt vervolgd.) 


Einachele Konsiraktion 


der Zahl zr. 

Nachfolgende elegante Konstruktion 
übertrifft alle bisherigen Versuche, zr in 
möglichst einfacher Weise und doch 
mit grösster Genauigkeit annähernd 
darzustellen. 

Es sei AB=1. Ich zeichne 
……. die Kreise A(l) und B(1) 

…… den Punkt G, so dass CG —= DG —= 2, 
.……. den Bogen E(2), 
. den Bogen G(EF), 

‚GW = HL, 

an nen x=—=3,1415926.. 
TW =3,1415919. 


Differenz : 0,0000007 … ee 
K. HAGGE, Kolsnap, Nordschleswig. 


bk 
Len 
De 
4 
IE 
M 
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Bewijs vaa de ôlelling van Feuerbach 


DOOR 


H. v. Dn. HEUVEL RIJNDERS (haarlem). 


De meetkundige plaats van de punten, waarvoor de ver- 
houding van het kwadraat van de afstand tot een gegeven 
punt en dé macht ten opzichte van een gegeven cirkel 
konstant is, is een cirkelomtrek. Dit wordt hier bekend 
voorondersteld. Analyties is het eenvoudig te bewijzen; 
een meetkundig bewijs werd in vraagstuk 355 gevraagd 
en zal bij de oplossing daarvan gegeven worden. De meet- 
kundige plaats kan alleen dan het gegeven punt bevatten, 
als dit op de gegeven cirkel ligt. In dit geval wordt de 
meetkundige plaats raakecirkel aan de gegeven cirkel in 
dit punt. Hieruit volgt de stelling: Als van drie punten 
van cirkel M de machten ten opzichte van een cirkel _N zich 
verhouden als de kwadraten der afstanden tot een punt O van 
cirkel M dan raakt cirkel N cirkel M in O, Immers de drie 
punten bepalen ten opzichte van cirkel N en punt O de 
meetkundige plaats en daar deze het punt O bevat, moe- 
ten volgens het voorgaande M en N elkaar in O raken. 
Hieruit volgt de stelling: Als de lengten der raaklijnen (of 
de wortels uit de absolute waarden der machten) m,n en p 
uit de hoekpunten van een A ABC aan een cirkel getrokken, 
voldoen aan de betrekking: ma + nb == pe, dan ts deze cirkel 
raakcirkel aan de omgeschreven cirkel van A ABC, 

Bewijs: Op de omgeschreven cirkel van A ABC is op de 
boog AB een punt O te bepalen, zoodanig dat AO : BO = m: n. 
Stel AO = ms, BO =ns. Volgens Ptolomaeus is nu: 

ms Xa ns Xb=CO Xe 
maar hieruit en uit het onderstelde volgt CO = ps. Volgens — 
het voorgaande moet de cirkel dus in O raken aan de 
omgeschreven cirkel. 

Om nu de stelling van Feuerbach te bewijzen, hebben 
wij maar te laten zien, dat aan bovenstaande betrekking 
voldaan wordt door de raaklijnen aan de ingeschreven 
cirkel getrokken uit drie punten van de negenpuntscirkel 
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en de afstanden van die drie punten onderling. We nemen 
voor die punten de middens der zijden. 

Als van AABC a)b)e, dan zijn de lengten van de 
raaklijnen: 4(a—b), +(b—c), }(a—c), de afstanden ta, 
1b, tc en daar nu werkelik: 

bla) XAb=hla—b) Xhedt(b—0) Xa 
raken ingeschreven cirkel en negenpuntscirkel elkaar. 
Voor de aangeschreven cirkel aan zijde a, zijn de raak- 
lijnen uit de middens der zijden: 
if $(b—c), flad-b), flat). 
Weer is: 


bb —e)Xtathlatb)Xte=ilate) X tb 
dus ook deze raakt aan de negenpuntscirkel. Evenzo de 
andere aangeschreven cirkels. 


Uit dit bewijs kan gemakkelik een stelling over de 
ligging der raakpunten worden afgeleid: nl. Elk raakpunt 
ligt zoo, dat zijn afstand tot het midden van een der zijden, 
gelijk is aan de som der afstanden tot de twee andere middens. 
Bewijs: Volgens het voorgaande hebben wij maar aan te 
tonen, dat deze betrekking tussen de raaklijnen bestaat. 
Nu is werkelik voor de ingeschreven cirkel: 


b(la—b) 5 (b—e)=t(a— e) 
en bij de aangeschreven cirkels b.v. aan de zijde a: 


bb —e) Hi (ate) =d (a Hb). 
Uit de betrekking: 
bla) Xb Ha) Xhet tbe) Xa 

en a)bdje blijkt verder nog, dat het raakpunt van de 
ingeschreven cirkel en de negenpuntscirkel altijd ligt op 
die boog van de ingeschreven cirkel, welke binnen de in 
grootte middenste hoek van de driehoek ligt. Immers uit 
de betrekking blijkt, dat de verbindingslijn van het midden 
van zijde b met het raakpunt de diagonaal van een koor- 
denvierhoek moet zijn, waarvan de middens van de zijden 
a en c de andere hoekpunten zijn. 


en 
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De Virfaeele Parahool in-de Correspondentie van Huygens 


DOOR 


J. W. N. LE HEUX, (Breda). 
(Vervolg van blade. 103.) 


III. 

Wij zagen reeds, dat Leibniz blijkbaar eene methode 
had om, wanneer een subtangens gegeven werd, een daarbij 
behoorende kromme te vinden: hoè hij dat echter deed, 
bleef voorloopig onbekend. Maar hij was de eenige niet, 
die een dergelijk vraagstuk, dus eene eenvoudige differen- 
tiaalvergelijking op kon lossen: ook Fatio Dhuilier, die 
begin 1691 in den Haag vertoefde en er veel met Huygens 
omging, had zijn eigen methode, waarmede hij o.a. de 


kromme bij de subtg — J- 2x vond. Toch was deze 


methode niet voor alle gevallen toereikend: „ze vordert 
geen lange berekeningen”, schrijft Huygens den 23sten 
Febr. 1691 aan Leibniz, „maar ze is niet te gebruiken, als 
er een onbekende of meer dan één term onder ’t wortel- 
ye va? — xt?) , 
ax f 

Natuurlijk is dit eene aanleiding voor Leibniz, om zijn 
kracht op dit nieuwe voorbeeld te beproeven, den 2en Maart 
schrijft hij terug, dat aan de gegeven subtg verscheidene 
krommen voldoen, waarvan de eenvoudigste zijn a°x#° = 
—=at*—y* en 4a?x? =4a?y* —y*, de laatste dus een vir- 
tueele parabool. Tevens komt hij met een voorstel, waar- 
door eenig licht in de geheimzinnige „methoden” belooft 
te komen: „Als Fatio mij zijne manier vertelt, zal ik hem 
de mijne mededeelen”. Huygens zal bij dezen ruil als tus- 
schenpersoon fungeeren; hij brengt het voorstel aan Fatio 
over, maar deze wil eerst de moeilijkheid met de wortel- 
vormen oplossen, hij kan er dus niet toe besluiten, zijne 
verhandeling aan Leibniz te zenden. 

Ondertusschen verwondert Huygens zich ten tweeden 
male over de oplossingen, die Leibniz zendt, en in dit ge- 
val is er dan ook geen reden, ze beide toe te laten; één 


teeken voorkomt, zooals bijv. bij subtg — 
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is er fout: de kromme a? #? =a* —yt nl. geeft een subtg 
— Wy Va? — x?) 
ax 
digen: den 20sten April antwoordt hij: „Gij twijfelt eraan, 
y° Te (a? pa, 2) 
ET 


Doch Leibniz laat zich niet ontmoe- 


is er verscheidene lijnen zijn, die de subtg 
kunnen geven, en het schijnt U zelfs onmogelijk toe. Hier 
is er echter nog een: «? =2y? ie — 3a?. Wat betreft 
de oplossing a? #? =at—y*, die ik U zond, zie ik in mijne 
aanteekeningen, dat er staat 4a?? —=4a* — y*, waarop ik 
niet gelet had. Wilt ge deze echter weglaten, dan voldoen 
toch de laatste en de eerste. Dit moet Huygens toegeven 
en op 5 Mei herhaalt hij nog eens: Ik ben het met U eens, 
dat de zaak mogelijk is: er zijn dus tenminste drie krom- 
men, die voldoen aan een subtg mèt wortelteeken, te weten, 
één zonder bekende grootheid, een andere met zoo’n groot- 
heid met ’t positieve teeken en een met ’t negatieve 
teeken. Maar daar gij u bediend hebt van ’t woord ver- 
scheidene, schijnt het, dat dit aantal van drie voor U geen 
grens is, tenminste bij de subtg mèt wortelteeken. Men 
ziet gemakkelijk in, dat de krommen van Leibniz overeen- 
komen met de waarden a?, 2a? en 0 van Cin de algemeene 
oplossing at—a?xv?=tyt—Cy?+C? der differentiaal 
vergelijking ard =yV(a? —x°)dy. In denzelfden brief 
van 5 Mei schrijft Huygens nog: 

Daar Fatio inziet, hoe belangrijk het „problème renversé 
„des tangentes” is voor ’t geval er in de subtg samenge- 
stelde wortelvormen voorkomen en daar hij er, naar ik gis, 
meer moeilijkheden in heeft gevonden, dan hij dacht, wil 
- hij toch wel zijne methode tegen de Uwe ruilen — zoodra 
ik dus de Uwe ontvangen heb, zal ik U die van Fatio 
zenden, die werkelijk zeer fraai is. Ik verzoek U, duidelijk 
te zijn in wat gij geeft en niet te onderstellen, dat wij uw 
calculis differentialis begrijpen. Huygens ontvangt nu 
eindelijk op 1 October van Leibniz diens: Methodus, qua 
innumerarum Linearum Constructio ex data proprietate 
Tangentuim seu aequatio inter Abscissam et Ordinatam ex 
dato valore Subtangentialis exhibetur, die hem echter in 
geenen deele geeft, wat hij er zich van had voorgesteld — 
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zelfs vindt hij het niet de moeite waard, het stuk aan 
Fatio door te zenden. Leibniz lost daarin nl. het vraag- 


2 Ee AN 
stuk van de subtg A op door middel van de 
kwadratuur der kromme y=, „maar”—schrijft 


(a? 0)’ ” 
Huygens op 18 Dec. aan Fatio, „ik kende die kwadratuur 
zeer goed. Het is dezelfde, die ik U laatst voorstelde en 
ik wist ook, dat indien ze bekend was, mijn vraagstuk 
was opgelost. Ik meende echter, dat door zijn methode 
juist de kwadratuur werd gevonden. 

Ook Fatio is na dit kort verslag van Huygens in Leibniz 
teleurgesteld — het schijnt hem nu, dat hij bij de voorge- 
stelde ruil niet veel zal winnen. Op 28 Dec. schrijft hij: 
Il me paroit par tout ce que j'ai pu voir jusques ici, en 
quoi je comprens des papiers écrits depuis bien des années, 
que M. Newton est sans difficulté le premier Auteur du 
calculus differentialis et qu’il le conoissoit autant ou plus 
parfaitement que M. Leibniz ne le connoit encore, avant 
que ce dernier n'en eut en seulement la pensée, qui même 
ne lui est venue à ce qu’il semble qu’ à l'occasion de ce 
que M. Newton lui éerivit sur ce sujet. 

Inderdaad maakt de verhandeling van Leibniz een 
eenigszins zonderlingen indruk als men bedenkt, dat reeds 
zeventien jaren vroeger nagenoeg hetzelfde was aange- 
toond en gepubliceerd door Barrow (den leermeester van 
Newton) in zijn Lectiones Opticae et Geometricae (Lectio XI): 
sindsdien werd het „theorema van Barrow” veelvuldig ge- 
bruikt en vandaar, dat ook Huygens niets nieuws in de 
methode van Leibniz vond. Genoemd theorema luidt als 
volgt (Fig. V.) 

Wanneer men in een willekeurig punt 
G van een kromme AG de normaal trekt 
en de ordinaat GB van G verlengt met 
een stuk BH =de subnormaal BC, dan 
zal H een punt van een nieuwe kromme 
AH zijn, die de eigenschap heeft, dat 
Opp. AHB = 4 GB? 


Immers, Opp. AHB = | y‚de, maar 
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y, = HB = BC = subnormaal =y ge nde 
Dus opp. AHB — [u Eed 


Wanneer nu van een kromme AG de subtangens (dus 
ook de subnormaal) gegeven is, kan men met behulp 
hiervan de onbepaalde integraal van het opp. AHB op- 
stellen — gelukt deze kwadratuur, dan volgt daaruit 
onmiddellijk de waarde voor de ordinaat BG der gezochte 
kromme. 

Juist evenzoo redeneert Leibniz, om bijv. de kromme bij 


0) te vinden. Men heeft: 


de subtg ge 
de __y2 Watt?) ada 
Jay ax On V(a?—g?)’ 
axdx 
dus ook [uv dy = ED 


Daar | ydy=hy’, komt het er slechts op aan, de kwa- 


dratuur te vinden der kromme 4! = En DIER 
(a* —x*) 

ste kan als volgt geschieden (Fig. VI). Construeer uit een 
punt A als middelpunt een cirkel met 
AK (=a) als straal. Neem op dien 
cirkel een punt C, trek de raaklijn CF 
en de straal CA, verder CM == en 
CB =V{(a?—ax?). Uit A AFCo ACAB 
volgt : 

AC: CB == AE :CA 

a? 

Va? — #?) 
Verder: AF:CA=—=FC:AB, dus FC = Cn 
Neem nu BH = FC, dan is H een punt van de kromme 


Fig VI dus: nds 


Ys En 25) Zij verder Q een punt van den cirkel, 
dicht bij C gelegen, trek QL en QR. ACPQ A ACF, 
dus: GERO AGECE Mok sCHhsCE==PO:AC. 

Nu is CP.CF =BH.BR en PQ.AC=ML.SM, waaruit 
volgt: BR, Bis MEsSM 
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of : de som van alle rechthoeken BR. BH d. í. opp. ABHA = 
de som van alle rechthoeken ML. SM d. i. opp. KMS. 

Dit laatste = MS.KM =ala — (a? —x°)] en daar opp. 
ABHA ook gelijk was aan 4 y°, vindt men voor de verge- 
lijking der gevraagde kromme: 

Jy =at—av(a? —r?) of yt—4a'y? + 4a'p? =0. 

Het ligt natuurlijk voor de hand, dat men in de meeste 
gevallen deze kwadratuur niet zal kunnen vinden. 

„Gij wilt misschien weten, wat ik van uw geschrift denk,” 
schrijft Huygens den 1sten Januari 1692 aan Leibniz. „Eerst 
had ik moeite, het te begrijpen, daarna heb ik de lectuur 
echter ten einde gebracht, maar wat vond ik ? Uw methode 
gaf mij niet, wat ik ervan verwachtte. nl. dat ze kan 
dienen, om oppervlakken te bepalen — ik heb ze op andere 
krommen toegepast, maar vond steeds onbekende kwadra- 
turen. De methode van Fatio is beter, want die heeft ze 
niet noodig. Ik vermoed, dat gij mij slechts een gedeelte 
hebt gestuurd, als ik hetzelfde deed met 't werk van Fatio, 
zou ik U imiteeren — zend mij s. v.p. het voornaamste 
stuk ook.” Maar Leibniz gaat hier niet verder op in, hij 
weigert het werk van Fatio te ontvangen, omdat hij diens 
methode zelf hoopt te vinden. Kortom, Huygens schrijft: 
„Vous voilà également eloignez de vouloir rien apprendre 
Yun de l'autre” en de ruiling komt niet tot stand. 

De methode van Fatio gaf werkelijk iets nieuws en wel 
de oplossing ven eene differentiaalvergelijking door middel 
van een integreerenden factor. In hedendaagsch schrift 
uitgedrukt: De vergelijking pyde + qedy verandert door 
ee 


vermenigvuldiging van af y in de totale differen- 


tiaal van ef y!. Fatio lost bijvoorbeeld het vraagstuk 
Subtg = — En + 2x als volgt op. Eerst wordt gevormd de 
differentiaal-vergelijking 2axyda — 4e’ dy + y*dy =0. Hierin 
“worden gezocht „correspondeerende termen”, d. w.z. twee 
termen, die, de getallencoëfficient buiten rekening gelaten, 
hetzelfde worden, als men de door # en dy door y ver- 
vangt. In ons voorbeeld zijn dat de beide eerste. Zulke 
termen kunnen ontstaan uit eenzelfde „terme générateur”’, 

waarin de exponenten van «& en y zich echter moeten 
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verhouden als de getallencoëfficienten 2 en —4. Verme 
nigvuldigt men nu alle leden der vergelijking met een 


t geld f ene 
„transformateur” x’ y , dan zal «# in den „terme généra- 
teur” moeten voorkomen tot de macht g +2 (+2 omdat 
er al staat wdx) en y tot de macht h—+1 (+1 omdat er al 
staat dy), zoodat men heeft: (g+2):(hH1)=2:—4. 

Daar echter de term y°dy door vermenigvuldiging met 
een factor, waarin een @ voorkomt, van „zuiver’ „gemengd” 
zou worden, moet g=0 zijn, waaruit volgt: h—J1=—4, 


h=-—5. De ‚transformateur” is dus: en na vermenig- 
vuldiging hiermede wordt de vergelijking : 


gay da — A? es dy + jane dit U: 
waaruit volgt, dat de gevraagde kromme is 
yi Hok JO. 
De constante wordt bijgevoegd, omdat anders door y 


gedeeld zou kunnen worden. 
Den 22sten October 1692 geeft Huygens het vraagstuk 


van den subt ee +2 ten derdenmale op en wel aan 
den markies de l'Hospital in antwoord op een desbetreffend 
verzoek. Een maand later komt het antwoord : de kromme 
is a°y° — 2a?x? + 2y* =0. Wederom dus tot Huygens’ ver- 
bazing twee nieuwe krommen — in de Adversaria verge- 
lijkt hij ze nog eens met de oplossingen a?y?—2a’x? F y*=0 
van Leibniz onder de letters A, B, Cen D, weinig beseffend, 
dat in dezen het alphabet ontoereikend is. 

De l’Hospital is gelukkig minder geheimzinnig dan Leib- 
niz en Fatio: hij deelt zijne methode den 1lden Mei 1695 
aan Huygens mede. Zij luidt als volgt: Gegeven is de 


2 


vergelijking: ydae =d — 9. De moeilijkheid is,’ het 
aantal termen terug te brengen tot 2. Onderstel dus, om 
de termen yde en 2edy tot één samen te voegen, dat 2 = my?, 
hetgeen geeft: de =2mydy-y*dm en voor « en y de 
waarden substitueerend : 


2mydy + pam =2my"dy Iek of mdm=- ee 
2 


en ter weerszijden de sommen nemend: m?=iy “+a 
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(„waarbij men moet opmerken, dat een constante grootheid 
wordt bijgevoegd of afgetrokken, omdat de kromme anders 


een rechte lijn wordt”). Voor m? de waarde ey sub- 
stitueeren en herleiden geeft: 2a?x? =a?y? + 2y*, welke 
de vergelijking is, die den aard der gezochte lijn weergeeft. 

Hier dus eene oplossing door een nieuwe onbekende 
aan te nemen. 


IV, 


Wij willen nu nog nagaan, hoe door verschillende wis- 
kundigen aan het einde der zeventiende eeuw de kwa- 
dratuur der virtueele parabool werd verricht. 

Wat Huygens zelf betreft, hij volgt den weg, door Gre- 
gorius van St. Vincent en de Sluse aangewezen, door op te 
merken, dat uit de verg.y =WV(2a° + 2ax) + V(2a° — 24e) 
volgt, dat het oppervlak gelijk is aan de som der opper- 
vlakken van twee parabolen. 

Leibniz schrijft op 6 Febr. 1691 naar aanleiding van de 
krommen y*—a°y?*+2a?x? =0 en —y* —a°y°+2a°x? =0 
dat van de eerste het oppervlak even gemakkelijk te 
vinden is als dat van een cirkelboog, die om een middellijn 
draait, terwijl het oppervlak van de tweede afhangt van 
de kwadratuur van de hyperbool, welke laatste meening 
hij echter in een schrijven van 2 Maart herroept. Aldaar 
vindt men opgegeven: voor het opp. van 2a°#° =a?y?—yt: 
E als z=l(a°—y?) en voor dat van 2a°x? = a°y? +y*: 


| 


23 
3a 
den noemer en ook een bijgevoegd figuurtje is foutief, 
terwijl eene verklaring der berekening niet wordt gegeven. 
Wel is hier merkwaardig de opmerking, dat, aangezien de 
eerste figuur den vorm van een acht heeft en dus in zich- 
zelf terugkeert, het theorema van Newton: „qu'il n'y a 
point de courbe recourrante de la géometrie ordinaire 
indéfiniment quadrable” niet juist kan zijn. Wij komen 
hier nog op terug. 

Op 15 Maart 1692 schrijft Huygens aan Leibniz: „Ik zie 
geen kans, om in ’t algemeen van een vergelijking tot de 
kwadratuur te komen. Ik vermoed zelfs, dat gij het 


als z= (a? +y*), in beide ontbreekt de factor V2 in 
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oppervlak van yt — a?y? +2a?x? =0 gevonden hebt in de 
een of andere kwadraturentafel en dat schijnt mij des te 
waarschijnlijker toe, sinds een zeker mathematicus uit 
Zeeland mij een kleine verhandeling heeft gezonden, waar 
zoo’n tafel in staat en die o.a ook de genoemde kromme 
en hare kwadratuur bevat.” 

Leibniz antwoordt hier niet óp; zijn kwadratuur van 
ay — ty —at=0 is reeds besproken. 

Wat de Zeeuwsche mathematicus betreft, hiermede wordt 
bedoeld Hubertus Huighens (geen familie), geboren te 
Liefkenshoek in Vlaanderen en burger van Veere (gest, 
1705). Deze had eenige bedrevenheid in de nieuwe Analyse, 
correspondeerde met Huygens en schreef twee werkjes, 
waarvan het eene is zoekgeraakt, terwijl van het andere 
één exemplaar in het Britsche museum berust. In dat 
boekje komen eenige tabellen voor van krommen met hare 
oppervlakken o. a. ook de virtueele parabool a’? #t=b?z? 


met het opp.: „,4° —,4? tr niee ar 5 
Eipshho V{a? tx?) + zp Va t°). 


Hoe dit berekend wordt, is niet duidelijk; Huygens ge- 
bruikt de tabellen veelvuldig ter oefening, o.a. om den 
regel van Gregory (1684) toe te passen. Deze leert, dat 


het opp. der kromme y=br (asta) (waartoe dus ook 
de virtueele parabool behoort) gegeven wordt door: 
Ed a 
mn Jr +1 (mn-r1) Oe Ies 
+1—8 
OK EN 
(mn r1) (mnd r+1— n) (mnd r-1— 21) 
Het bewijs wordt geleverd door middel van het binomium 


van Newton en volgt overigens uit een herhaalde toepas- 
sing van de integraal 


rlr, n ml 
Es (wa) de = eren et d Tie 


maten nn m 
+ mn r HI (a —- d) da. 
De markies de Hospital gaat als volgt te werk. Men 
ry Fey! _ ydy V(a* F 24°) 
heeft: z Pe ‚ dus wdy = a 
Wiskundig Tijdschrift 10e Jaargang. / 11 


‚ zoodat 
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(a° F 24°) V(a? F2y°) 
—F bal”? EE 
kromlijnig oppervlak geeft. 

Huygens vraagt hieromtrent eenige opheldering, doch 
krijgt ten antwoord, dat het berekenen dier som bekend 
is uit bepaalde regels, die het te lang zou zijn, om te 
ontwikkelen. 

Interessant eindelijk is de methode van Fermat, die mede 
aan Huygens bekend was. Zij HON (Fig. VII) de virtueele 
parabool a?y?+axt =a?x? op het 
rechthoekig stelsel AHN, Stellen we 


het oppervlak voor door O = | yd, 
N a 


de som de kwadratuur van het 


an volgt uit de vergelijking: 
ev(a-—x? 
Fig. VIL OGS AA) 
Beschrijft men nu met a als straal een kwartcirkel ABN, 
dan kan de teller beschouwd worden als het product van 
de abscis en de ordinaat van een punt B van dien cirkel- 
omtrek. Dit geeft Fermat aanleiding, gebruik te maken 


van de betrekking | vyd =d |e ‘dy, welke hij eerst uit 


een figuur rechtstreeks heeft afgeleid. Inplaats van de 
ordinaat y= EE BEK EE beschouwt hij dus 
de lijn QC = Eel = 2, die eerst wordt geconstrueerd en 
daarna als verlengde van BC afgezet — het punt Q, ligt 


dan op een parabool, die door Men A gaat. Het oppervlak 


van deze parabool is = | QE dy en ook = vierkant AHMV. 


Men heeft dus: 
Opp. HONG = [oa ip — (EE XBG BC? 


AH 2 JAE 
nl | QC dy =4 vierkant AHMV, 

waarmede het gevraagde oppervlak is gevonden. 

Daar OG maximum is voor HG =BG=tal?2 en dan 


=— ta is, zal het vierkant AHMV tweemaal zoo groot zijn 
als de rechthoek, om een kwadrant der virtueele parabool 


DA dy = 
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beschreven, zoodat deze rechthoek in overeenstemming 
met het vroeger gevondene =? X het oppervlak van een 
kwadrant der virtueele parabool is. 

Met een enkel woord is reeds gezegd, dat de kwadratuur 
van de virtueele parabool Leibniz aanleiding gaf om te 
twijfelen aan de juistheid van een door Newton gegeven 
theorema. Dit komt voor in de Principia als Lemna XXVIII 
en luidt: 

„Er bestaat geen ovale figuur, waarvan het oppervlak 
door willekeurige rechte lijnen afgesneden, door vergelij- 
kingen van een begrensd aantal leden en dimensies kan 
worden gevonden.” 

Het bewijs wordt aldus gegeven: Neem binnen de ovaal 
een punt P en laat om dat punt met gelijkmatige snelheid 
een rechte lijn draaien, waarop zich een punt A beweegt, 
zóódanig, dat de snelheid ervan evenredig is met het 
kwadraat van den doorloopen afstand P. Het punt A 
beschrijft dan een spiraal met een oneindig aantal windingen 
en aangezien de afstand AP evenredig is met het opper- 
vlak, dat door den bewegenden straal wordt doorloopen, 
moet ook dat oppervlak niet door een eindig getal kunnen 
worden uitgedrukt, 

Ter verklaring diene, dat als men PA =r stelt, de snel- 


der 0r : S 
heid ven À volgens ’t gegevene —=ar? is, waarin a 


constant. Daar de lijn zich gelijkmatig beweegt, is 


BEC (p is de doorloopen hoek vanaf een aangenomen 


dt 

/ U ETEN =f" 
beginstand), dus dT € r?, waaruit volgt: r = onp: dp 
Aangezien [r?dp het oppervlak voorstelt, dat door de rechte 


wordt doorloopen, is r evenredig met dit oppervlak. 

Leibniz redeneert nu: Elk der twee ovalen, die samen 
de achtvormige virtueele parabool uitmaken, heeft een 
oppervlak, dat gelijk is aan het 3 deel van den omgeschreven 
rechthoek, dus kan de stelling van Newton niet juist zijn. 

Huygens antwoordt den 26sten Maart hierop, dat dit ook 
blijkt, als men voor het „ovale indéterminé” neemt twee 
gelijke paraboolsegmenten, die zich aan weerskanten van 
de gemeenschappelijke koorde bevinden, 
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Maar dit voorbeeld is niet juist, zooals Leibniz in een 
brief van 20 April opmerkt. „Bedenk”, schrijft hij, „dat 
Newton, om zijne onmogelijkheid van de kwadratuur van 
ovalen staande te houden tegenover uw voorbeeld van de 
twee gelijke paraboolsegmenten, zal kunnen antwoorden, 
dat een dergelijk ovaal niet bestaat uit éénzelfde, in zich- 
zelf wederkeerende lijn, zooals zijne redeneering, naar het 
mij voorkomt, vraagt. Uw achtvormige lijn echter keert 
wel in zichzelf terug en Newton’s redeneering is er op 
toepasselijk, hoewel ze niet juist den vorm van een ovaal 
heeft: volgens hem is ze dus niet te kwadrateeren. Het 
zou goed zijn, zijne bewijsvoering eens na te zien, waar 
de fout schuilt.” 

Sindsdien is dit dan ook meermalen geschied en het 
dubieuze punt is blijkbaar, wat men eigenlijk onder een 
ovaal heeft te verstaan. 

„Newton” schrijft Huygens op den 5den Mei aan Leibniz, 
„spreekt slechts van een geheel gesloten lijn en sluit 
daardoor zelfs het vierkant of den driehoek niet uit.” 

Waring, die de stelling als 10de Theorema in zijn 
Proprietates algebraicarum curvarum (Cambridge 1762) 
noemt, verzuimt een scherpe definitie van ovaal te geven 
en komt daardoor niet tot een bewijs. 

In Brougham en Routh, Analytical Vieuw of Sir Isaac 
Newton's Principia (1855) wordt gezegd, dat de stelling 
valsch is, daar elke kromme van den vorm 

mm (n—l)m, n n 
TE (a —AX) 
te kwadrateeren is 

Hiertegen komt Zeuthen op met de bewering, dat deze 
krommen geen eigenlijke ovalen zijn (Sur quelques cri- 
triques faites de nos jours à Newton, Bulletin de l'Acad. 
de Copenhague 1895). 

In latere bewerkingen van de Principia eindelijk komen 
als eischen, waaraan de figuur moet voldoen, voor: De 
kromme, die het ovaal vormt, moet overal dezelfde ver- 
gelijking hebben en deze vergelijking moet niet tot een- 
voudige vergelijkingen kunnen worden teruggebracht, zoo- 
als het geval zou zijn, als de kromme ontaardt in lijnen 
van lageren graad. Verder mag zich nergens een geval 
van discontinuïteit voordoen, 
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Men ziet licht in, dat de virtueele parabool met haar 
dubbelpunt tot de laatste rubriek behoort. 


Benaderingsconstractigs voor den regglmatigen 
zorenhoek 


1. Beschrijf uit A (fig. 1) cirkels met stralen r, 2r, Ar, 
Dr, Ir. Een middellijn snijdt A (2r) in B en C, en A (4r) in 
D en E. Neem BF =CF=7r, dan kan met DF in A (Or) 


Bal dE Pr 0 a Gs Ön in a 


Gd | 


A 
SE Eg 
DN 
S 


Fig. 1. 
een zevenhoek worden beschreven. De Hoos is 5192552 
in plaats van 51° 25’ 43”. 


2. Beschrijf uit A (fig. 2) cirkels met stralen r, 2r, 3r, 
6r, Tr. Een middellijn snijdt A (Sr) in B, A (6r) in C en D, 
A (tr) in E en F. 


Noem DG br EHBO EK EH. 
Beschrijf met AK —r een cirkel, dan kan daarin met 4r 


Men zie Jen jrg. bladz. 39. Red. 


166 


als zijde een zeven- 
hoek worden beschre- 
ven. De boog is 
51° 25/43/30 in plaats 
van 51° 25’ 42.867. 

De bestaande bena- 

deringsconstructies 
hebben als fout : 

5 À AN 300 
a Kle en ee et 
Bernhard van Saksen 
Weimar —_ 19 
Lindley Latham 

—J- 152” 
K. Hagge 
le constructie + 9” 
K. Hagge 
2e constructie + 0.44” 
K. HAGGE, Kolsnap (Nordschleswig). 


F 


Fig. 2. 


Verslae van een mondeling examen Ks. 


Beschrijvende Meetkunde (1 uur). 


Orthogonale projectie. Gegeven werden een lijn 4 lood- 
recht op het horizontale projectievlak, een willekeurige 
lijn m en een willekeurig vlak V. Gevraagd aan de een- 
bladige hyperboloïde, ontstaan door de wenteling van m 
om een raakvlak te brengen, evenwijdig aan het vlak V. 

Axonometrie. Zij OXYZ het assenstelsel, dan zijn in de 
vlakken XOZ en YOZ respectievelijk de rechten a en 5 
gegeven. Deze rechten zijn de richtlijnen van een hyper- 
bolische paraboloïde, die het vlak XOY tot richtvlak heeft. 
Gevraagd de top van deze paraboloïde te bepalen. 

Orthogonale projectie. Gegeven een omwentelingsellip- 
soïde, waarvan de omwentelingsas loodrecht op het hori- 
zontale vlak staat, en een cilinder, die een gegeven ellips 
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in het horizontale projectievlak tot richtlijn heeft, en waar- 
van de beschrijvende lijnen evenwijdig loopen aan een 
gegeven rechte. Gevraagd een punt van de doorsnede 
en daarin de raaklijn aan de doorsnede. 


Analytische Meetkunde (1 uur.) 


Hoe stelt men het meest algemeen een oppervlak voor ? 
[rw =p, (w‚v), y= Ps (u,v), 2 =P3 (U, v)]. Waarom is f (ayz) =O 
een bijzonder geval van deze manier van voorstellen ? 

Hoe stelt men een regelvlak voor ? 

Hoe wordt daarop een kromme lijn bepaald ? 

Bepaal die krommen op het oppervlak, die een beschrij- 
vende lijn loodrecht snijden. 

't Raakvlak in een punt van het regelvlak bepalen. 
Wanneer is het raakvlak in alle punten eener beschrijvende 
lijn hetzelfde ? 


Op een rechthoekig assenstelsel zijn gegeven een cirkel 
in het YOZ-vlak, met O tot middelpunt en een straal —=c, 
benevens een rechte Zl in het XOZ-vlak en evenwijdig 
met OZ, op een afstand c van OZ. Deze cirkel en die 
rechte zijn richtlijnen van een regelvlak, waarvan de be- 
schrijvende lijnen evenwijdig aan het XOY-vlak loopen. 

Bepaal de vergelijking van dat regelvlak. Aantoonen, 
dat / een dubbellijn is. 


Het poolvlak te bepalen van een willekeurig punt ten 
opzichte van het oppervlak zy =z. (De vergelijking geheel 
af te leiden). 


Is een regelvlak gegeven door de vergelijkingen 

—dzd-p, y=bedg, waarin a,b, p en q functies zijn 
van één veranderlijke, wat is dan de voorwaarde voor de 
ontwikkelbaarheid? Dit toepassen tot het vinden van de 
vergelijking van de kromtelijnen op een oppervlak. 


De vergelijking te vinden van een kwadratischen kegel, 
die het XOZ-vlak raakt volgens een gegeven rechte a, 
die / XOZ halveert, het YOZ-vlak raakt volgens een ge- 
geven rechte b, die / YOZ halveert, en het XOY-vlak 
aanraakt. 
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Integraalrekening (14 uur). 
1 


log « 
Bepaal dx. 
| eJ-1 
An Tes [ [ren de dy 
G 


en wp, (Uv); YP» (UV) 
welke gedaante neemt dan [ aan, als men w en wv als on- 
afhankelijk veranderlijken beschouwt? 


b 
Als p= | f@‚y) de 
a 
bepaal dan p'(y). Daarbij de voorwaarden noemen, dat 
differentieeren onder het integraalteeken geoorloofd is. 
b N 
Te onderzoeken of | f(«) de een bepaalde waarde heeft, 


da 
als lim lon 
fie) 
b 
Wat verstaat men onder | fd ee 
a 


Als Zp (@)=f(@) 


bewijs dan dat 
b 


| f@de=ed—ra). 
a 


Differentiaalrekening (3 uur.) 


zis een functie van y,, 4, Ysree Ype 
Deze laatste zijn functies van x. 
Bewijs: 
de dz d dz d dz 
sali Yi 2 @Yz 2 n 
de My, de Toys de TW, de 
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Ui, Pa, O3 -+-- ©, zijn functies van y,, Y2--Y, EN deze 
zijn weer functies van u,, Uzy ee U 
Bewijs: 


Ò(L,, 2,0) Ò (Yi, Yar Yo) Ò(,, 2, U) 


Ò (Wis Yer) i òlurpugrhetdes Ò (uws, U) 


Als: Baes. D, functies zijn van Yv, Y2-.….y,. en 


n 
P (Li, L2,--- +0) =0, bewijs dan dat 
Ò(@,,L2,.. %,) 
TOER 


Ook het omgekeerde bewijzen. 

Ontwikkel f(a Jh, y +k) volgens Taylor. 

Bewijs. 

Den Haag. Mej. J. A. ISBRÜCKER. 


Boekbespreking. 


Annuaire pour lan 1914, publié par le Bureau des Lon- 
gitudes. Avec des notices scientifiques 1,50 frs. 
Paris, Gauthier— Villars. 
Dit jaar bevat dit jaarboekje weder natuur-en scheikundige 
gegevens, terwijl als verhandelingen zijn opgenomen: 
Le jour et ses divisions: Les fuseaux horaires et la 
Conférence internationale de heure, par G. Bigourdan, 
De la déformation des images par les lunettes, par 
ns ENA 
en Sur la 17e Conférence générale de l'Association 
géodésique internationale, par B. Baillaud. 


DR. KARL BOCHOW. Der Kreis als Maeximalfläche. Die 
wichtigsten Fälle des isoperimetrischen Problems für ebene 
Figuren, dargestellt für meine Schüler. 

Beilage zu dem Programm des Kön. Realgymnasiums 
zu Nordhausen. 
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Op elementaire wijze wordt afgeleid, dat bij gegeven 
omtrek de cirkel grooter oppervlak heeft dan een recht- 
lijnig begrensde figuur. Leerlingen kunnen het zeer goed 
volgen. In een aanhangsel wordt toepassing gemaakt op 
de kogelbaan, nl. dat de worpsverheid bij gegeven snelheid 
het grootst is voor een elevatiehoek van 45°. 


À. CHÂTELET. Legons sur la théorie des Nombres. 

Gauthier-Villars, Paris 1918. 

Een boek, dat den lezer in de hoogste ien der hoogere 
rekenkunde voert, maar van hem toch niet meer kennis 
vordert dan de elementaire hoogere algebra, de leer der 
puntverzamelingen en der meervoudige integralen, be- 
nevens een groote mathematische bedrevenheid. Het brengt 
de resultaten van de verschillende onderzoekers der hoogere 
rekenkunde, Dedekind, Hermite, Stieltjes, Menkowski, 
Hurwitz met elkander in verband, zonder evenwel tot een 
encyclopaedisch werk te worden. Wen 


J. IL. CRAIG. Map-projections. Technical lecture. 

Cairo, National printing department (Survey Department). 

In deze lezing wordt een overzicht gegeven van de 
verschillende wijzen, waarop het netwerk van kaarten 
kan worden gekozen. Achtereenvolgens worden besproken: 

Merecator’s projectie ; 

De projectie van Sanson-Flamsteed ; 

A 8 „ Gauss; 
k f op een kegel (rakend of snijdend, en een 
wijziging van de eerste); 
$ ! op een rakend vlak, ongeveer in het midden 
van de te projecteeren oppervlakte ; 
5 op een cilinder ; 

Stereographische en orthoaraphische projectie ; 

De projectie van Cassini-Soldner. 

Van al deze worden de voordeelen en nadeelen nagegaan, 
en medegedeeld in welke gevallen de een of andere methode 
het meest aan te bevelen is. 

In het bijzonder is een kaart ontworpen, waarbij van 
alle punten de afstand tot Mekka dezelfde verhouding 
heeft als in werkelijkheid. Er zijn een aantal flinke figuren 
gegeven. Men zie ook het volgende boek. 
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J. 1. CRAIG. Zhe theory of map-projections, with special 
reference to the projections used in the Survey Department. 

Survey Department Paper No. 13. 

Cairo, National Printing Department. 

Terwijl het voorgaande boek een lezing was voor leeken, 
is dit — van denzelfden schrijver — een wiskundige be- 
spreking van hetzelfde onderwerp. De schrijver begint 
met definities van verschillende vaktermen, bespreekt de 
afmetingen van de aarde, in het bijzonder den vorm van 
een meridiaan en de lengte van een boog daarvan, geo- 
detische lijnen, de loxodroom, om daarna over te gaan tot 
coördinatenstelsels op het aardoppervlak. Bij de theoretische 
beschouwingen, omtrent het afbeelden van een deel der 
aardoppervlakte op een plat vlak, worden de indicatrice 
vermeld, en het theorema van Tissot, en wordt de vervor- 
ming in verschillende richtingen nagegaan. 

Daarna worden verschillende projectiemethoden onder- 
zocht; in het bijzonder wordt de projectie van Gauss uit- 
voerig besproken; daarbij is een kort geschiedkundig over- 
zicht gevoegd. 

Eenige tabellen besluiten het boek. 


Dr. HANS Orr. Hauptfragen und Hauptmethoden der 
Kartenentwurfslehre ; unter besonderer Rücksichtsnahme auf 
die Abbildung der Schweiz. 

Aarau, H. R. Sauerlander & Co. 

De schrijver heeft zich ten doel gesteld de belangrijkste 
projectiemethoden zoodanig te behandelen, dat zij begrepen 
kunnen worden door leerlingen eener H.B.S. of gymnasium. 
Daarvoor heeft hij ook een aantal fraaie en duidelijke 
figuren in axonometrie bijgevoegd van projecties op den 
horizon in Bern, loxodromen op cilinder, kegel en bol, 
rechte en scheeve cilinderprojectie en kegelprojectie, steeds 
met Bern als middelpunt van de kaart. Beginnend met de 
afbeelding op een raakvlak, wordt dadelijk de indicatrice 
ter sprake gebracht (waarvoor eenige kennis van de ellips 
noodig is); in elk der 3 gevallen wordt met elementaire 
wiskunde nagegaan wat de vervorming is. De boven- 
vermelde loxodromen worden op eenvoudige wijze be- 
handeld; de teekeningen spreken bijna voor zichzelf. Daarop 
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volgen nog Mercator’s projectie, de scheeve cilinder-pro- 
jectie, en de kegelprojectie van Bonne. 


E. A. REEVES. Maps and Map-making. 

Uitgave van The Royal Geographical Society. 

Dit is een fraai uitgevoerd boek over kaartteekenen, met 
een groot aantal afbeeldingen van de belangrijkste instru- 
menten, die in gebruik zijn geweest of nog zijn, en van 
verschillende kaarten. 

Van de instrumenten om den stand van de zon te bepalen, 
theodoliten, kompassen, chronometers worden een zestigtal 
afbeeldingen gegeven, meerendeels genomen naar oor- 
spronkelijke teekeningen of naar de instrumenten zelve, 
die bij lezingen, door den schrijver gehouden, aanwezig 
waren. 

Methoden van kaartteekenen door Grieken, Hindoes, uit 
de middeleeuwen, en nieuwere worden achtereenvolgens 
vermeld. Een volledig overzicht wordt gegeven van de 
wijze van triangulatie, ook in moeilijk begaanbare streken. 

Van de projectie-methoden worden de ortographische, 
de stereographische, die van Mercator, die van James, de 
gnomische, die van Mollweide, die van Clarke, de conische 
besproken. Om duidelijk de meer of minder groote ver- 
teekening te doen uitkomen, is een menschenhoofd in vier 
verschillende projecties geteekend. 

Het slot van het boek is gewijd aan de wijze, waarop 
in kaarten door arceeren of kleuren hoogteverschillen 
worden aangeduid ; een aantal kaarten zijn daarbij afgebeeld. 

Een groote kaart is bijgevoegd van het Uganda Protec- 
toraat, met het net van de graadmeting. 


E. DIECKMANN. Leitfaden und Aufgabensammlung für den 
Mathematik-Unterricht in den Tief bauklassen der Baugerwerk- 
schulen und ähnlicher Fachschulen. 

Leipzig, Ludwig Degener, 1918, M. 2,50. 

Het eerste gedeelte geeft een herhaling van wat de 
leerlingen der bedoelde vakscholen reeds geleerd hebben, 
nl. logarithmen en driehoeksmeting. 

De logarithmentheorie begint met opgave van een aantal 
machten van 10, welke de leerling zelf kan berekenen 
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(dus volgens een methode, die van tijd tot tijd in tijdschriften 
te vinden is). De voorbeelden zijn zoowel met 4 als met 
5 decimalen berekend, omdat bij uitzetten van lengten, 
grooter dan 100 meter, 5 decimalen noodig zijn, ter wijl log. 
met 4 decimalen voor de meeste andere praktische vragen 
voldoende zijn. 

Van de driehoeksmeting wordt gegeven, wat voor de 
praktijk noodig is. 

Het tweede gedeelte bevat vraagstukken : 


waarbij vergelijkingen moeten worden opgesteld ; 
5 lengten (bij landmeten) „ n berekend; 
„ oppervlakken eninhouden „ 5 N 


en betreffende buizen en kanalen. 

Die vraagstukken betreffen de vastheidsleer (Gerber’sche 
liggers, doorgaande liggers, lengten van hellingen, vorm 
van schachten, tangenten van bochten); het landmeten 
(uitzetten van bogen), het bouwvak (doorsnede en volume 
van dammen en groeven, berekening van het gewicht van 
muren, oppervlak van profielijzer-doorsneden, inhoud van 
brugpeilers, van kanalen, lengte van stangen in vakwerken), 
de hydraulica (berekening van hoeveelheden doorstroomend 
water, van stuwmuren). 

In een aanhangsel worden een paafr goniometrische 
formules, en de inhoud van een samengesteld lichaam 
afgeleid. 


Dr. J. DRUXES. Ausführlicher Lekhrgang der Arithmetik 
und Algebra nach modernen Grundsützen, mit den vollständigen 
Lösungen der Auf/gaben der „Sammlung von Beispielen nnd 
Aufgaben” von Heis (Neue Bearbeitung in 2 Bdn. von J. Druxes). 
Für Lehrer und Studierende. 

IT Band. Gleichungen, Graphische Darstellungen, Nomo- 
graphie. 

Cóln, M. du Mont-Schauberg, 1913. 10 M., geb. 11.50 M. 

Dit handboek brengt veel bijeen, wat men anders ver- 
spreid vindt. Reeds dadelijk onder. „Begriff und Einteilung 
der Gleichungen” worden goniometrische en andere 
transcendente vergelijkingen genoemd, terwijl tevens de 
grafische voorstelling gebruikt wordt om na te gaan, of 
geen grove fouten zijn gemaakt bij een oplossing. Evenals 
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bij volgende hoofdstukken zijn hierbij geschiedkundige 
opmerkingen gevoegd (ontleend aan Tropfke, Geschichte 
der Elementarmathematik), en wel over de wijzen, waarop 
door oude volken en in de middeleeuwen vergelijkingen 
werden geschreven. 

Van de vraagstukken uit Heis geeft schrijver de op- 
lossingen. Waar meer dan één oplossing mogelijk is, laat 
hij niet na, twee of meer te geven (ook graphische). Men 
heeft het boek van Heis noodig voor de opgaven. 

Bij de intrestrekening gaat een geschiedkundige mede- 
deeling vooraf, terwijl de thans geldende duitsche wetten 
vermeld zijn. Aan vraagstukken over beweging hecht de 
schr. groote waarde. Een aantal opgaven over meetkunde 
en natuurkunde komen voor. Een hoofdstuk is gewijd aan 
determinanten, voor zoover die in de gewone algebra toe- 
passing kunnen vinden; daarbij behooren een aantal meet- 
kundige vraagstukken. 

Verschillende meetkundige oplossingen voor vierkants- 
vergelijkingen worden besproken, terwijl de grafische 
oplossing er van ook niet vergeten is. Een hoofdstuk is 
geheel gewijd aan grafische voorstellingen; daarin zijn 
een aantal statistieken uit het dagelijksch leven, en andere 
voorstellingen opgenomen. Aan de nomographie zijn eenige 
constructies ontleend. 


E. ERNST. Mathematische Unterhaltungen und Spielereien. 
Band I und II. (Ravensburg, Otto Maier, 1918.) 

Dat de wiskunde door velen niet op prijs wordt gesteld, 
ligt slechts voor een gedeelte aan de moeilijkheid er van, 
maar in hoofdzaak daarin, dat niet altijd opgaven kunnen 
worden behandeld, die aansluiten bij vraagstukken uit het 
dagelijksch leven. 

De schrijver heeft een aantal vragen bij elkander gebracht 
voor welker oplossing wiskunde in een of anderen vorm 
noodig is. Het zijn geen rebussen, zooals men in geïllu- 
streerde tijdschriften vindt, maar (op een paar na) vraag- 
stukken, die zuiver wiskundig kunnen worden opgelost. 

Eigenschappen van een driehoek, het theorema van 
Pythagoras, worteltrekking, hoogtemeting, de ellips, opper- 
vlakken en inhouden worden in het eerste deeltje behandeld, 
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Het tweede deeltje bevat „Allerlei Aufgaben aus den 
verschiedenen Gebieten der Mathematik, verbunden mit 
Spielereien und Scherzen”, o.a. evenredigheden, breuken, 
vergelijkingen en eenvoudige eigenschappen van figuren 
en lichamen. In de bibliotheek van een H. B. S. of gym- 
nasium zouden de boekjes goed op hun plaats zijn. 


Dr. HEINRICH SCHNELL. Aufgaben zur graphischen Dar- 
stellung für den mathematischen Unterricht. 

Braunschweig. Friedrich Vieweg u. Sohn. M. 1,60. 

Deze opgaven beginnen met vraagstukken over beweging; 
eerst in de tweede paragraaf wordt het begrip functie 
ingevoerd. De vierkantsvergelijkingen wil de schrijver 
zoowel algebraïsch als graphisch opgelost zien, omdat 
daardoor beter inzicht verkregen wordt dan door graphische 
oplossing alleen. De opgaven daaromtrent zijn alle van 
meetkundigen aard; de schr. wil de gekunstelde opgaven 
van de meeste leerboeken laten vervallen. 

Na eenige opgaven betreffend twee vergelijkingen van 
den tweeden graad met twee onbekenden, volgen vraag- 
stukken betreffend vergelijkingen van den derden en vierden 
graad met één onbekende, welke op vier wijzen kunnen 
worden behandeld. 

Bij de trigonometrische functies wordt met radialen ge- 
werkt; spiralen en andere krommen moeten worden 
geteekend. Over intrestrekening volgen dan eenige vraag- 
stukken; daarna wordt het begrip differentiaalquotient 
ontwikkeld in verband met opgaven uit de stereometrie. 
Ten slotte worden een paar voorstellingen gegeven voor 
meetkundige reeksen. Hier en daar geeft de schr. wenken, 
op welke wijze men een of ander hoofdstuk in het onder wijs 
kan inlasschen. Het boekje is zeer netjes uitgevoerd. 


Dr ALFRED EMMERICH. ZLeitfaden und Ubungsbuch der 
Stereometrie. Neubearbeitung der 10 Auflage von W. Minks 
Lehrbuch der Geometrie II, Abteilung B. 

Weinheim und Leipzig, Fr Ackermann, 1918. 1.80 M., 
geb. 2.20 M, 

Een uitmuntende verzameling vraagstukken met beknopt 
gehouden tekst. 


176 


De eerste beginselen der Stereometrie worden achter 
elkander afgewerkt; daarna volgen 50 vraagstukken. 
Van den drievlakshoek worden evenzoo de eigenschap- 
pen vermeld, gevolgd door 10 vraagstukken en 20 con- 
structie-opgaven. 

Een afzonderlijk hoofdstuk is gewijd aan rechte en 
scheeve projectie met 30 vraagstukken betreffende de hoofd- 
zaken der beschrijvende meetkunde. 

Prisma en cilinder met 35 +4 30, pyramide en kegel met 
48 +67 vraagstukken. Enz. 

Een aantal toepassingen op aardkunde en natuurkunde 
worden gegeven, bijv. 23 over de wet van Archimedes; 
een afzonderlijk hoofdstuk behandelt zwaartepunten en 
omwentelingsvlakken. In een aanhangsel komen vraag- 
stukken voor die aanleiding geven tot derdemachtsverge- 
lijkingen, en vragen over maxima en minima. 

Verschillende opgaven komen voor, die men in andere 
boeken niet aantreft. 


GusrTAv HäpiIcKE. Minführung in die neuere Geometrie. 
Ein Vorschlag zur Reform des elementar. geometrischen Unter- 
richts. — Erster Teil: Symmetrie und Kongruenz. 

Berlin, L. Oemigke, 1912. 3 M, geb. 3.60 M 

Voor de gewone methode van onderwijs in de meetkunde, 
meer of minder aan de hand van Euclides, stelt de schrijver 
een geheel andere in de plaats. Hij wil de nieuwere meet- 
kunde op den voorgrond doen treden. Omdat echter de be- 
staande werken daarover dadelijk het gebied der wiskunde 
in de ruimte betreden, was het noodzakelijk de nieuwere 
meetkunde voor het platte vlak uit te werken. De daarbij 
optredende eigenschappen zijn uit den aard der zaak 
slechts bijzondere gevallen van eigenschappen, die in de 
ruimte gelden. De schrijver stelt de symmetrie voorop; 
deze behandelt hij op geheel andere wijze dan men bijv. 
in Henrici en Treutlein vindt. Het dualisme van de nieuwere 
meetkunde wordt van af het begin doorgevoerd. Men vindt 
dus hoofdstukken als: de symmetrische vierhoek (d.i. het 
gelijkbeenige trapezium) en de symmetrische vierzijde 
(d.i. het stelsel lijnen gevormd door de diagonalen en de 
opstaande zijden van een gelijkbeenig trapezium); de sym- 
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metrische driehoek en de symmetrische driezijde ; de dubbel 
symmetrische vierhoek (rechthoek) en de dubbel symme- 
trische vierzijde (ruit); enz. 

De namen trapezium, rechthoek, ruit, enz. worden daarbij 
niet genoemd, omdat de lijnen tot in het oneindige door- 
loopend worden gedacht; evenmin wordt over den cirkel 
gesproken, die een der grondvormen is, welke een oneindig 
aantal assen van symmetrie hebben. 

Als ruimtefiguren worden symmetrische n-hoeken en 
n-vlakken besproken, waarbij de gewone namen van de 
regelmatige lichamen genoemd worden. 

Een paar hoofdstukken over metrische betrekkingen zijn 
ingelascht, waarbij de oppervlakken van rechthoeken en 
parallelogrammen (de gewone begrensde gedeelten van 
een plat vlak), en de inhouden van prisma's bepaald worden. 

Eenige beschouwingen over de grondslagen der meet- 
kunde besluiten het boek, 

Een driehonderd opgaven en stellingen zijn grootendeels 
achter in het boek opgenomen. 

Het boek kan niet in eens in de plaats worden gezet 
van de bestaande; daarvoor wijkt de leergang te sterk af 
van de geldende methode. De schrijver zelve onderstelt 
dan ook, dat het alleen in handen komt van leeraren, die 
daardoor aanleiding kunnen vinden de nieuwere meetkunde 
in te lasschen in de gewone, of ook het boek in zijn geheel 
met oudere leerlingen kunnen doorloopen. 


Dr. WILHELM JERUSALEM. Lehrbuch der Psychologie. 
Fünfte Auflage. Wien und Leipzig, Wilhelm Braumüller, 
1912, 4 Kr. 

Aan de Oostenrijksche scholen worden lessen gegeven 
in psychologie. Het leerboek is dan ook bestemd voor 
leerlingen van scholen gelijkstaande met onze H. B. S. en 
gymnasia. Voor wiskundigen zijn in het bijzonder van be- 
lang de hoofdstukken over: Die Anschauungsformen des 
Raumes und der Zeit, die Raumempfindung, Rauman- 
schauung und Raumbegriff, die Zeitempfindung, Zeitan- 
schauung und Zeitbegriff, Messung und Schätzung des 
Raumes und der Zeit, die Zahl. 

Wiskundig Tijdschrift, 10e Jaargang. ] 12 
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JULIUS JAROSCH. Methodik des Unterrichtes tn der Dar: 
stellenden Geometrie und im Geometrischen Zeichnen. 

Wien, A. Pichlers Witwe und Sohn, 1915, 2 M., geb. 2,40 M. 

In Oostenrijk is men met de wiskunde vakken, welke 
met de praktijk in verband staan, veel verder dan bij ons, 
doordien men vroeger dan bij ons begonnen is er aan- 
dacht aan te wijden. Daarom is het wenschelijk de aan- 
dacht gevestigd te houden op wat in dat land uitkomt op 
het gebied van meetkunde, beschrijvende meetkunde en 
verwante vakken. Het boek van Jarosch, behoorende tot 
de serie „Praktische Methodik für den höheren Unterricht” 
behoort tot de boeken, waarvan kennisname zeer is aan 
te bevelen. Het geeft als inleiding een bespreking van 
verschillende invloeden, die zich op het onderwijs in be- 
schrijvende meetkunde hebben doen gelden. 

Daarna behandelt schrijver het meetkundig teekenen en 
de beschrijvende meetkunde, zooals ze aan Realschulen 
(onze H. B. S.) wordt behandeld, en beschouwt achtereen- 
volgens het doel, de methode van onderwijs, de leermid- 
delen, de teekeninstrumenten, terwijl hij ook spreekt over 
verschillende notaties, en over het begrip „oneindig”, 

Als voorbeeld geeft hij een volledigen leergang, in de 
zeven hoogste klassen van een (negenjarige) Realschule, 
waaraan hij zichzelf echter niet slaafsch wenscht te binden. 
De stof is zoo uitgebreid, dat men elk jaar anders kan 
kiezen dan het voorafgaande. 

Dan volgt een schets voor de behandeling der beschrij- 
vende meetkunde aan een Realgymnasium, en als besluit 
een mededeeling omtrent de plaats van dat vak in het 
hooger onderwijs. 


H. pe MoRIN. Les appareils d’intégration. 

Paris, Gauthier-Villars, 1913, frs. 

In dezen band van de „Bibliothèque générale des scien- 
ces” worden de bestaande werktuigen besproken, waar- 
mede men praktisch kan integreeren, d. w. z in getallen 
kan bepalen: het oppervlak eener vlakke figuur, of van 
een figuur op «een boloppervlak (planimeters); het statisch 
moment en het traagheidsmoment eener vlakke figuur 
(integrometer). Verder werktuigen, die bij een gegeven 
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kromme lijn een andere teekenen, waarvan de ordinaat 
telkens het oppervlak aangeeft van een gedeelte van het 
door de eerste lijn omsloten oppervlak (integraphen); en 
die de getallenwaarden geven van termen van een reeks 
van Fourier (analyseurs). 

Tenslotte samengestelde integrators voor het bepalen 


Nn Mm ° 
van waarden van Í ye de, en voor de oplossing van 


differentiaalvergelijkingen, waarvan die van Riccati een 
bijzonder geval is. 

Bij de meeste der genoemde instrumenten is een schijfje 
aanwezig, dat bij de beweging van het werktuig over het 
papier rolt, en zijn beweging overbrengt op een telwerk. 


E. POUTHIER. Pour qu'on apprenne les Mathématiques. 

Toulouse, Edouard Privat. 

Paris, Henri Didier. 1912, frs. 3.50, geb. frs. 5.00. 

Dit boek, deel 10 van de Bibliothèque des Parents et 
des Maîtres, stelt zich op het juiste standpunt, dat men de 
leerlingen eerst moet doen opmerken en waarnemen, en 
daarna het gevondene in logische volgorde moet voorleggen. 

Van af de eerste begrippen (geheele getallen, vlak, lijn, 
punt) tot de begrippen functie, gebogen oppervlakken 
wordt dit doorgevoerd. De schrijver kiest daarbij voort- 
durend voorbeelden uit het dagelijksch leven. Het is geen 
leerboek, dat hij schreef, doch een boek, dat in handen 
van ouders als leiddraad kan dienen, terwijl ook oudere 
leerlingen zelve het kunnen lezen. 

In de inleiding wordt de vraag besproken (en bevesti- 
gend beantwoord) of ieder wiskunde leeren; het komt 
slechts aan op voldoenden wil, aan de zijde van den 
leerling, en het vermijden van alles wat verveling kan 
doen ontstaan aan de zijde van den leeraar. 

Bij de meetkunde wordt dadelijk het meetkundig teeke- 
nen gevoegd; de schrijver scheidt deze niet van elkander, 
en kan daardoor zaken bespreken, waartoe men in de ge- 
wone meetkunde anders nimmer kan komen. 

Voor allen, die belangstellen in wiskunde, is het werk 
aan te bevelen, 
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RuDoLrF HUNGER. Gedanken zum Auf bau des mathematischen 
Unterrichts. 
Von der Arbeitsschule zur Geistesbildung. 


Deze lezenswaarde verhandeling in de Neue Jahrbüchern, 
für das klassische' Altertum, Geschichte, und Deutsche 
Literatur, und für Pädagogik, 1912, bladz. 217-230 stelt 
als eischen voor het onderwijs, dat de wiskunde moet be- 
rusten op empirie, en dat ze moet worden behandeld in 
geschiedkundige volgorde. Als voorbereiding moeten dus 
de leerlingen werken met carton en plastiline, zoo moge- 
lijk ook met weegschaal en gewichten, en kristallen. 
Mosaïken en meetkundige ornamenten moeten nauwkeurig 
worden geteekend. 

De schrijver geeft een volledigen leergang voor zeven 
klassen van een gymnasium, welken hij zelve heeft kunnen 
uitvoeren. 


T. E‚. HEATH. Tracks of the Sun and Stars, A. D. 1900 
to A. D. 37900. 


London. W. Wesley and Son; Manchester Flatters and 
Garneth. 5 sh. 6 d. 

De schrijver heeft van ongeveer honderd sterren den 
stand genoteerd in het jaar 1900, en in het jaar 37900. De 
laatstgenoemde stand is afgeleid uit de parallaxis met de 
onderstelling, dat de beweging rechtlijnig is Daarvan 
heeft hij twee stereoscoopplaten ontworpen. De toeschou- 
wer is gedacht op 200 lichtjaren afstand van de zon, in de 
lijn, waarin de zon beweegt. Het tijdsverloop van 36000 
jaren werd genomen, omdat het voor de meeste sterren 
een voldoend lang lijntje geeft, en voor geen enkele ster 
een te lange lijn, terwijl de berekening gemakkelijk was, 
doordien een beweging van een tiende seconde per jaar 
overeenkomt met een graad in den genoemden tijd. 

De schrijver geeft een volledige beschrijving van de 
wijze, waarop hij de platen geteekend heeft. Hij raadt aan 
de wegen der sterren te tinten met een kleur, overeen- 
komend met die van hun spectra. De uitgevers leveren 
de stereoscoopplaten ook op glas, en eveneens in den vorm 
van anaglyphen, d. w. z. de twee gedeelten over elkander 
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heen gedrukt in rood en groen en te bezichtigen door een 
bril met een rood en een groen glas. *) 


C. DE JANS. Les maultiplicatrices de Clairaut, Contribution 
à la théorie d'une famille de courbes planes. Gand, Ad Hoste. 

In deze monographie, waarvan gedeelten verschenen in 
de Handelingen van het Vlaamsch Natuur- en Genees- 
kundig Congres, en in het Archiv der Mathematik und 
Physik, geeft de schrijver eerst de verdeeling der krommen, 
dan eigenschappen, die aan alle gemeenschappelijk zijn 
(o. a. hun orthogonale trajectoriën, transformatie van een 
de eene kromme van Clairaut in een andere), om daarna 
de algebraïsche krommen nader te beschouwen. Als toe- 
passing wordt de samenstelling Eene van een 
krachtveld. 

In het bijzonder worden dan nog A biovaal 
(met toepassing op een electro-magnetisch probleem), de 
kromme van Playfair (curve of equal attraction), en de 
ovoïde. 


Lichtblau und Knotta. Methodik des Rechenunterrichts. 

Zweite Auflage 1918. 

Methodik des Raumlehreunterrichts. Breslau, Ferdinand Hirt. 

Bij beide boeken is vermeld: Zugleich ein Hilfsbuch 
für den Unterricht in der ersten Seminarklasse. 

Het eerste begint met een beknopt overzicht van het 
rekenen bij de oude volken, en met de geschiedenis van 
het rekenonderwijs, waarbij verschillende bedachte metho- 
den worden gecritiseerd. 

Daarna wordt de methodiek van het rekenen in het 
algemeen behandeld: beteekenis van het rekenen ; midde- 
len tot veraanschouwelijking, hoofdrekenen, huiswerk, 
„Des Rechnen ist auf allen Stufen als Vebung im richtigen 
Sprechen zu betreiben”, zijn eenige titels van paragrafen. 

Nader wordt de methodiek voor de achtereenvolgende 
klassen besproken. Voor de hoogere klassen wenschen de 
schrijvers onder den naam „burgerlijk rekenen”, behandeld 
te zien: het rekenen met waardepapieren (effecten, wissels, 
enz.), met gegevens omtrent post en telegrafie, reizen, 


*) Zie W.T. Jen jaarg., bladz. 108. 
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verzekeringen van allerlei aard, huishouden (familie-, 
staats-, en gemeente.) Als aanhangsel wordt het trekken 
van een 2e machts, en een 3e machtswortel uitvoerig be- 
sproken, terwijl een literatuuropgaaf het boek besluit. 

Het tweede boek behandelt zoowel vlakke meetkunde 
als stereometrie. Het begint ook met een geschiedenis van 
de methodiek (oude volken, Pestalozzi, Herbart) geeft 
daarna de methodiek in het algemeen (beteekenis, keuze 
van leerstof, hulpmiddelen, te stellen eischen, ontwikkeling 
der begrippen, enz), en dan de methodiek van onderdeelen 
(axioma's, rechte lijn, cirkel, hoek, enz.) 

Een literatuuropgave gaat vooraf. 


DR. E. LECHER. Physikalische Weltbilder. Leipzig, Theod. 
Thomas, 1918. 1 Mark. 

Wie op de hoogte wil komen van den aard der vragen, 
die tegenwoordig in de natuurkunde aan de orde van den 
dag zijn, kan niet beter doen. dan dit boekje te lezen, dat 
op populaire wijze de belangrijkste onderwerpen bespreekt 
(massa en energie, de beteekenis van den aether, kinetische 
gastheorie, kathodenstraling, elektronen, radioactiviteit, de 
relativiteitstheorie, en andere). 

„Dieses Büchlein ist von einem Physiker geschrieben 
für denkfreudige Leser, die nicht Physiker sind” is het motto. 


Modelbuch für den Blecharbeiter. Fünfte stark vermehrte 
und verbesserte Auflage. 

Kalenderverlag der deutschen Fachschule für Blechbear- 
beitung und Installation. Aue in Sachsen. 3.50 M, 

De genoemde vakschool geeft elk jaar een kalender uit 
(die voor 1914 is zooeven verschenen), waarbij somtijds 
uitslagen werden gevoegd van in de praktijk voorkomende 
oppervlakken. Deze zijn vereenigd in een boekje, dat op 
197 platen (klein formaat) een groot aantal figuren bevat 
van praktische netwerken. De gewone oppervlakken (kegel, 
cilinder), die in de wiskunde worden uitgeslagen, komen uit 
den aard der zaak dikwijls voor, maar meestal gecombineerd 
met andere oppervlakken. Vooraf gaan opmerkingen om- 
trent het projecteeren, meetkundige begrippen en namen, 
wiskundige teekens, meetkundige constructies. Een uitvoerig 
register vergemakkelijkt het zoeken. 
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F. G. M. Manuel de Géométrie d'après les programmes de 
1911 et 1912. 

Tours, Maison A Mame et fils, 1913. 

Zooals bekend is, werd in Frankrijk korten tijd geleden 
het geheele onderwijs veranderd. Als uitvloeisel daarvan 
verschenen verschillende leerboeken. De bekende schrij- 
ver, die zich achter de enkele letters verschuilt, geeft in 
een deel van 576 bladz. klein formaat de vlakke meet- 
kunde, de stereometrie, kegelsneden en oppervlakken van 
den tweeden graad, en in aanhangsels: symmetrie, trans- 
latie en rotatie, ster-veelhoeken, transversalen, harmonische 
verdeeling, goniometrie, homothetie, inversie, vectoren, 
perspectieve en projectieve eigenschappen, homographie, 
involutie, pool en poollijn, schroeflijn en schroefoppervlak- 
ken, enz. 

Uit deze opsomming volgt reeds, dat alles beknopt ge- 
houden is. Toch zijn in den tekst nog bijna duizend 
vraagstukken verspreid. 

Het boek ís aangenaam geschreven; de fransche wijze 
van voordragen komt goed tot zijn recht. 

Een paar bladzijden met korte mededeelingen omtrent 
de hoofdpersonen uit de geschiedenis der wiskunde gaat 
vooraan, terwijl de hoofdformules achterin vereenigd zijn. 


Dr. EMmIL MürLeER. Das Abbildungsprinzip. 

Wien, Verlag der K. K. Technischen Hochschule. 1912, 

Deze rede bij de aanvaarding van het rectoraat aan de 
Technische Hoogeschool te Weenen gehouden, geeft een 
beknopt overzicht over alles wat in verband staat met 
„afbeelden”. Niet alleen de plattegronden en opstanden 
van gebouwen, de perspectief, de beschrijvende meetkunde, 
de gecoteerde projectie, de stereographische projectie, de 
afbeelding van een oppervlak op een ander, affiniteit en 
collineatie, inversie, correlatie, dualiteit, eyclographie 
worden genoemd, maar ook wordt de aandacht er op ge- 
vestigd, dat de geheele analytische meetkunde niets anders 
is dan het afbeelden van punten van de ruimte of van 
het platte vlak op groepen van 3 of 2 getallen (de coördi- 
naten), terwijl bij het meten in mechanica of natuurkunde 
verschillende grootheden afgebeeld worden op getallen. 
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De graphostatica beeldt krachten en momenten af op vec- 
toren en oppervlakken. Het schrift beeldt de klanken af, 
de noten de tonen, de spraak is een afbeelding van de 
gedachten op woorden of woordgroepen. De geheele be- 
staande wereld beeldt zich af op onze voorstelling; de 
wetenschappen trachten deze afbeelding zooveel mogelijk 
te doen aanpassen aan de werkelijkheid. 


SAMUEL May. Zntroduction à Vétude de la géométrie. 

Lausanne, Payot & Cie. 1912. 2 frs. 

De schrijver doorloopt de meetkunde tweemaal, eerst 
aan de hand van dit boekje, dat zich geheel richt tot de 
intuitie van den leerling, en daarna op een meer klassieke 
wijze. 

Hij geeft bepalingen van ruimte, inhoud, oppervlak, lijn, 
punt; bespreekt den kubus, en laat die door de leerlingen 
maken. Daardoor is aanleiding verkregen om te spreken 
over de rechte lijn en het platte vlak, het meten van 
rechte lijnen, optellen daarvan. Evenzoo over hoeken en 
daardoor over bogen; over het vierkant, evenwijdige lijnen, 
parallelogram, en translatie. Daarop volgen een 40-tal opgaven. 

Een volgend hoofdstuk behandelt het rechthoekige blok, 
waarbij enkele beschouwingen aansluiten omtrent twee 
evenwijdige lijnen, gesneden door een derde, over den 
gelijkzijdigen driehoek, en over lijnen en vlakken, die 
onderling loodrecht zijn. Hierbij een 20-tal vraagstukken. 
Daarna worden het regelmatig viervlak en achtvlak be- 
handeld met uitslagen van die lichamen in hun geheel, en 
afgeknot (16 opgaven), verder prisma en pyramide (17 
opgaven), cilinder, kegel en bol. Het oppervlak van veel- 
hoeken beperkt zich tot meetbare gevallen; daarbij sluit 
het theorema van Pythagoras aan (15 opgaven). De inhoud 
van kubus, rechthoekig blok en rechthoekig prisma wordt 
afgeleid. Als slot wordt iets medegedeeld omtrent symme- 
trie (10 opgaven). 

Het boekje is niet voor zelfstudie bestemd; de leeraar 
blijft onmisbaar. 
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Vit Buitenlandsche Tijdschriften. 


250. *) In de Comptes-Rendus 1913, blz. 1212 geeft H. 
Burckhardt de volgende ontwikkeling van de log. der 
gammafunctie 

log I' (@) = Vz + log» —x 
+ E[elog a — (we + 1) log (w +1) + 1] 
+4 [a log a — 2 (w +1) log (we +1) + (a +2) log (we + 2)] 


Ho (alog wm — Ie + 1) log (a + IH 
elen. 
FD Hm Dog Hm | 


251. In de Comptes-Rendus van 28 Juli 1913, bladz. 272 
geeft R. Soreau een benaderingsformule: voor de boog van 
een ellips. 

De boog BM wordt gerekend van af een der uiteinden 
B van de kleine as. Uit M wordt evenwijdig aan de kleine 
as, een lijn getrokken, die den cirkel, op de groote as 
beschreven, in M snijdt. Als / BOM’ =9, dan is 


boog BM =a sin waarin k == 


b 
sin 2 kó’ atb 
Voor : —0 en =l geeft deze uitdrukking wiskundig 


juiste uitkomsten. 
Als a =2b dan is 


voor {== de berekende waarde | de werkelijke | relatieve 
van den boog waarde fout 

15° 0.2601 0.2595 + 0.23 °/, 
30° 0.5105 0.5060 +085 ,„ 
450 0.7405 0.7282 +169 , 
609 0.9405 0.9184 +240 „ 
759 1.1002 1.0708 meern 
90° 1.2092 1.2110 —015 , 


*) De Ubts. op bl, 65—72 moesten genummerd zijn 236—249. 


186 


De formule kan ook geschreven worden: 

boog BM _ asing 
ke ___sin2ke’ 
in woorden: de verhouding tusschen boog BM en den boog 
van den cirkel met straal 2k, behoorende bij den hoek aan het 
middelpunt BOM’ is bij benadering gelijk aan de verhouding 
van hunne projecties op de groote as. 


252. In het Z. f. d. Realschulwesen bespreekt B. v. 
Schaewen hoe de regelmatige zeventienhoek kan worden 
geteekend. 


253. Het probleem der drie lichamen is opgelost door 
Sundmann (Verhandelingen der Finlandsche Academie 
1908 en 1909, en Acta Mathematica 1912). 

Lagrange had eenige bijzondere gevallen bestudeerd, 
Poincaré eveneens; men beschouwde de volledige oplos- 
sing onmogelijk met de bestaande hulpmiddelen der wis- 
kunde. De methode van P. gaat niet door als twee der 
drie lichamen elkander ontmoeten. S. maakt juist gebruik 
van de botsing; als deze plaats heeft ten tijde t—=a, dan 
kunnen de coördinaten der drie lichamen ontwikkeld 


1 
worden volgens machten van (t— a)®. 


254. Geometrographie. 


In het Zeitsch. f. Mathem. u Naturw. Unterr. 44 Jg. 3 
Heft, bladz. 167 bespreekt K. Hagge de „constructie van 
de assen eener ellips, waarvan twee toegevoegde middel- 
lijnen gegeven zijn”, zooals die gegeven is in het Wisk. 
Ts, 8e jg. bladz. 198 door H. J. van Aalderen, geeft nog 
een vereenvoudiging aan, en bespreekt een constructie om 
de lengte der assen te vinden zonder hun richting te kennen. 

F. J. VAES. 


255. Een driehoek, waarin de som van twee zijden het 
drievoud is van de derde zijde. 


Zij 3a—=b ec, dan heeft men: 
21 I I 
VR a Rn 
dus h —=2rie de. 
4 q 


187 
bral ete DE 0e 0 1 
ry Hi it HE 


fe Ï Beat 
Daar steeds r‚ Xr, =s(s— a) is hier dd 


a 


2e. de lijn, die het middelpunt 
van den ingeschreven cirkel N met 
| het zwaartepunt Z vereenigt, staat 
E loodrecht op BC. 

P zij (fig.) het midden van AC, 
T het raakpunt met den ingeschre- 
ven cirkel. | 

Men heeft: 

BA’? — A/C? =c? —b?, of 

a ee a (BA’ + A/C) = 34 (c — b) 
Rie 2 PA’ =3(c—b). 
Verder : 

PT =s—b—ta=t(ce—b), dus 

PA’=3PT of PA =3 PZ, dus is Z het zwaartepunt. 

(s — d) be 
s 


AN 


| 
En nn nn 


Pe 


se. In het algemeen is AN? = ‚ wat hier over- 


gaat in AN? =}bc. 
de. Daar-L= sr == 2ar se wordt be =8Rr. 
5e, N en het midden van AN zijn evenver van M 
verwijderd. 
Volgens de algemeene betrekking van Euler: 
MN? =R?—2Rr 
heeft men hier: 
MA? — MN? =?2Rr=tbe= AN XiAN, 
d. w. z. dat de macht van A ten opzichte van een cirkel, 
die M tot middelpunt en MN tot straal heeft, ook aan 
AN X HAN getijk moet zijn. Genoemde cirkel gaat dus 
door het midden van AN, waarmede de stelling bewezen is. 
6e. Als D en E de punten zijn, waarin de cirkels aan- 
geschreven aan AB en AC deze zijden raken, dan is 
ND = NC en NE =NB. 
Men heeft: BD = s —a=a, dus is: 
A NBD ZA NBC, dus ND = NC, zoo ook NE = NB. 
a ’Educ, Math. XV 1918, 
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256, Kenmerk voor de gelijkbeenigheid van een driehoek. 


Als de loodlijnen op de zijden van een driehoek in de 
uiteinden der deellijnen door één punt gaan, dan is de 
driehoek gelijkbeenig. 

Willen loodlijnen opgericht in 
P, Q en R door één punt gaan 
dan is noodig en voldoende dat: 
AQ? + BR? JCP? = AR? H 

+ BP? + CQ? 

Als nu P, Q, R de uiteinden der 

deellijnen zijn dan zou men dus moeten hebben : 


be he ) (en 
Gele GE) Ar (5) = zi Cars) + Ge) ne (re zr) 
of a? (b—o)(aHb)(at HB? (e—a)(a FD) bH0) + 
| Jet(la—b(ato)bt0)=0 
wat herleid kan worden tot: 
(a —b) (a —c)(b—e) (adbtCc)}?=0 
waaraan alleen voldaan worden kan als de driehoek ge- 
lijkbeenig is. 


Zou men deze stelling ook zuiver meetkundig kunnen 
bewijzen ? Naar men weet zijn vraagstukken, die met de 
deellijnen in betrekking staan, steeds zeer lastig. 


Q. Bure. Mathesis 1912, Question 
d' Examen 1599. 
251. Het zwaartepunt van een vierhoek. 


Trekt men door de hoekpunten A en B van vierhoek 
ABCD de rechten AE en BE evenwijdig met de diagonalen, 
dan heeft A CDE hetzelfde zwaartepunt 
als de gegeven vierhoek. Naar bekend 
is zal het zwaartepunt van ABCD sa- 
menvallen met dat van massa's 1, 1, 1, 
C len —l in A, B, C, D en O, of ook met - 
dat van massa’s 2, 1, l en —l in P, C, 
| D en O. Maar de massa’s in P en O zijn 
te vereenigen tot een massa l in E en het zwaartepunt 
van de gelijke massa’s in C, D en E is het zwaartepunt 
van A CDE. | 

Q. Mazet Journ. de Math. El. XXXVII 1913. 
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Vraag en Antwoord, 


Antwoord op vraag 89 : Op te lossen : (p—q) gr +ay2) + 
+ (yg — ap) X (a Haye °T 9) Haylee?) =0. 
| Uit Forsyth, 3en druk. 
Voer de volgende onafhankelijk veranderlijken w en vin: 


way de t!, 
p=ay— 
òz 


Pi op Pes dan vindt men 


pp; HP) Ye) 
va ap =p Pp) yo) #7, 
waardoor de gegeven differentiaalvergelijking overgaat in 


Di Hp) y—@) (PFL Hoz) + 
Fipo) ye etage ° 9) (ay) (122)=0. 
Deelt men de beide leden door y—«x (waardoor een 
singuliere oplossing #—y =0 verkregen wordt), dan ver- 
krijgt men na uitwerking: 


p, ey HTI Ha) — ps (ay — TP (Le) — (1-2) =0, 
of Pi Ul +2) —-p,vll—2) (1-22) =0 
welke men volgens Lagrange oplossen kan; de hulpver- 
gelijkingen luiden: 
duss Bemet dz 
ue) el) Ir 
waaruit men vindt 
u(l—z)=a, en v(l 4-2) =b 
BE lere TD (za, (ey DA) =b. 
Men vindt dus voor een integraal van de gegeven 
vergelijking 
play ta) , ey TDA Ha i=0 
waarin p een willekeurige functie aangeeft. 
Rotterdam. W. EF. GISOLF, 


Stelt men de 
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Antwoord op vraag 90, Akte Kv 1903, Differentiaalreke- 
ning no. 1. | 
Zoek op de kromme 
We Ve 2 LORD, y= sinp 
de punten, waarvan de afstand tot het punt 1=0, y= —l, 
maximum is, en bewijs dat er werkelijk een maximum wordt 
gevonden. 


Le carré de la distance qu'il faut rendre maximum, a 

pour expression 
A=? =2eos? pH (1 + sin p)? =cos? pd 2sinp +2, 

d'où A’=2eose(l —sine), A/=2 sin op (sin p), 
A'=ösinp cOsSp —2 cos op, A'“ =8(cOS? p—sin? p) +2 sin p. 

Des deux équations 

sin p — 1 =—=0, GOS P =O 

auxquelles donne lieu l'annulation de A’, la première a 
pour racine moindre de 2z,p, = 3 ‚ qui est aussi racine 


de A/=0 et AL'== fouten. faisant A70 SGETG UN 
respond bien au point cherché, dont les coordonnées, 
@,=0, y, =1, et dont la distance 8 au point (O0, —1) fixe, 
est ò, =2. La seconde équation (1), est verifieé non seu- 


lement par p, = 5 ‚ mais aussi par @, = Se valeur qui rend 
A”)0, et le point #, =0,y, =—l correspondant, produit 


done le minimum ò =0. Ces resultats pouvaient être prévus 
d'avance, vu que la courbe donnée est une ellipse dont 
les axes sont 12 et 1, et dont un des sommets est situé 
sur laxe mineur, et le point fixe donné. 


P. PENALVER, Sevilla Espagne; H. B. FIJNENBERG, Ber- 
gen (N-H.); J. DU SAAR, Rotterdam; DR. J. VREESWIJK, 
Utrecht. 


Vraag 91. Als 12345679 met het negenvoud van 1,2,...9 
vermenigvuldigd wordt, bevat het product slechts de cijfers 
1,2, 9. Hoe komt dat 2 


Antwoord. Daar 3, == 0,012345679, is 
0,5 —=8==9 X 5 X 0,012345619. POE 
Vraag 92. Aan te toonen, dat uit 
je 1 1 
WD) XS He) YE wy) ZE =0, 


tal 


waarin X=Ar?43Br?J3Ct#+4-D, en Y en Z analoge 
uitdrukkingen in y, z met dezelfde coëfficienten zijn, ontstaat: 


Kade Vorden Zet de 0. 
E. Czuber, Vorlesungen über Diff. und Integralrechnung 
I, 2e druk, 1906, pag. 112. 
Rotterdam. L. v. D. Luectr. 


Vraag 938. Gevraagd de oplossing van Kv 1911, Differen- 
tiaalrekening. 
Uit FRES)= UIR 0 Hi VRG 
volgt, dat de functies U en V beiden voldoen aan de differen- 
tiaalvergelijking 
02 òz OZ en 
YE dl Rep du VPE —0. Bewijs dit. 


Utrecht. Dr. J. VREESWIJK. 


De sleling van Fylhogoras, 


De heer Milan Zdelar, Mitrovica (Kroatië), die bezig is 
een boek te schrijven over de stelling van Pythogoras, 
wil gaarne alle bestaande bewijzen vanen verhandelingen 
over die stelling verzamelen, en vraagt om toezending van 
opgaven van schrijver, tijdschrift of boek, en jaar, terwijl 
vermoedelijk gedrukte stukken hem zeer welkom zullen zijn. 


Correspondentie. 


Op bladz. 232 van den Jen jaargang wordt vermeld, dat 
elke lijn door het middelpunt van den ingeschreven cirkel 
van een driehoek, omtrek en inhoud middendoor deelt, en 
wordt gezegd, dat het omgekeerde ook waar is, maar het 
bewijs minder eenvoudig is te geven. 

Dit bewijs is echter eenvoudig. 


Zij A CDE—! A ABO, en CD 4E X 2 
Trek de bissectrice van ZC, die DE in I snijdt; en trek 
de loodlijnen uit Top CD en CE. Zijn deze p, dan is 
A CDE =p (CD + CE) 
of EXO=ip XX, 
dus: O=ps, zoodat p= r moet zijn. 
's H. Gre, 
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Nieuw verschenen werken. 


(Door de Redactie ontvangen.) 


P. J. BOS, Theorie der Rekenkunde met vraagstukken, 
aangevuld met rekenkundige zaken van allerlei aard, 
2e deel, 4e druk van de theorie. 1913. f 1.10. 


ee Leerboek der Algebra, Theorie en Opgaven. 3e 
deel (met meer dan 1500 opgaven), 6e druk. Met een 
hoofdstuk over grafische voorstellingen, 1914. f 1.50. 
Alkmaar, Gebr. Kluitman. | 


C. B. BARTO, W.L. Leerboek der Mechanica, ten dienste 
van het Middelbaar Onderwijs. Met Atlas. 1915. f 2.50. 
Haarlem, De Erven HF, Bohn. 


F. J. VAES, Technische Onderwerpen op eenvoudige, wijze 
behandeld, no. 2. Vraagstukken over Beweging, Krach- 
ten, Graphostatica, Werktuigen, ten gebruike aan Mid- 
delbaar Technische Scholen, Ambachtsscholen. Burger- 
avondscholen en Machinistencursussen. Voor Bouwkun- 
digen en Werktuigkundigen. 1914. f 0.75. Rotterdam, 
Boymans’ Boekhandel. 


P. WIJDENES, Definities en Formules, behoorende bij 
Algebraïsche Vraagstukken. 1913. f 045. Groningen, 
P. Noordhoff. 


Dr. H. C. SCHAMHARDT. Leerboek der Algebra. le deel 
1913. Inleidende Cursus f 0.60, gec. f 0.70, 
Je deel 1914. Inleidende Cursus f 0.80, gec. f 0.90. Am- 
sterdam, W. Versluys. 


L. BĲ DE LEIJ, Leerboek der Rekenkunde, 2e deel, 3e 
herziene druk. 1913. f 1.50 

W. REINDERSMA. Nieuw Leerboek der vlakke meet- 
kunde. Deel III. 1914. 

D. BOSWIJK en E. MEIJER, Tweede verzameling reken- 
kundige vraagstukken. 7e druk. 1918. Groningen, J. B. 
Wolters. 


*) Van hollandsche schoolboeken wordt geen recensie gegeven, 
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De Elips als omhullende van een stelsel van rechten 


DOOR 


E. D. J. DE JONGH Jr. - (Kampen). 


In verschillende boeken over het rechtlijnig teekenen — 
niet alleen in de oudere, maar ook in de nieuwere — komt 
de volgende z.g. ellips-constructie voor : 

Trek — zie fig. 1 — om 35 assen den rechthoek ABCD; 
verdeel de zijden van dezen 
rechthoek in eenzelfde aantal 
gelijke deelen; verbind de 
deelpunten op de in de figuur 
aangegeven wijze, dan zal — 
naar het heet — de omhullende 
van deze rechten een ellips 
zijn. 

Fig. 4. Dat dit echter geenszins 
het geval is kan men aan de figuur wel zien, maar volgt 
bovendien uit een onderzoek naar deze kromme, waaruit 
blijkt, dat elk harer kwadraten een deel is van een 
parabool. 


Wil men dus een ellips tot omhullende krijgen dan moet 
de verdeeling van de zijden van den rechthoek, welker 
deelpunten men verbinden wil, een andere zijn. Nemen 
we (fig. 2) AD=S" en OE= en dan zal — gelijk bekend 
is — P, d. í. het snijpunt van 
de lijnen CD en BE, een punt 
van de ellips opleveren. De 
coördinaten van dit punt zijn 
(a en b zijn weer de halve B 
assen van de ellips) 

glide 2nb 

Li nel ’ Yi TT nr 

Wiskundig Tijdschrift, 10e Jaargang. 
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De raaklijn, in dit punt aan de ellips getrokken, heeft 

tot vergelijking 
n° —l 2n 
mere Cn en 

Ze snijdt de zijden AF en AC van den rechthoek achter- 

eenvolgens in de punten Q, en R zóó, dat 
| rg Er En CR= =O. 

Verdeelen we nu AC in » gelijke deelen, dan komt het 
er op aan, de overeenkomstige punten op AF op eenvoudige 
wijze te vinden. Dit geschiedt als in fig. 3 is aangewezen. 

ge Maak EF = EG = EA, 
ARS: verdeel KA en AF in een- 
nae. zelfde aantal gelijke deelen, 
verbind G met de deelpun- 
ten van AF, dan leveren 
de snijpunten van deze ver- 
bindingslijnen met AE de 
verdeeling van deze lijn op. 

Nemen we toch het punt 
H zóó, dat AHS, trek- 
ken we vervolgens HL | AE, 
dan volgt uit de gelijk vor- 


5 mige driehoeken GET en HLI 
GE: HL=EI: LI 
of a:S =EL: LI 
Nn 
of m1): an: EL 
(nl) 
dus == nae d, 


dat is dezelfde waarde, die we in fig. 2 voor FQ gevonden 
hebben. Verdeelen we dus KA en AF in b.v. 6 gelijke 
deelen, en verbinden we ‘G met de deelpunten van AF, 
dan worden op AE punten bepaald, die, verbonden metde 
overeenkomstige deelpunten op KA, raaklijnen aan de 
ellips opleveren, lijnen dus, waarvan de omhullende een 
ellips is. 
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In fig. 4 eindelijk is op overeenkomstige wijze een ellips 
geconstrueerd op twee verwante middellijnen. — Het spreekt 


van zelf, dat om een mooier beloop te krijgen, zoowel in 
fig. 3 als in fig. 4 bij de uiteinden van de groote as nòg 
een paar raaklijnen moesten geteekend zijn, maar om aan 
de duidelijkheid van de figuren geen afbreuk te doen, 
zijn deze weggelaten. 


Het opperslak van den raaklijvenvieehoek 


DOOR 
Dr. A. D. vaN DER HARST - (s-Gravenhage) 


Toen ik in den vorigen cursus met mijne leerlingen het 
eerste van de in 1911 voor trigonometrie opgegeven eind- 
examen-vraagstukken besprak, kwam ik tot eene formule 
voor het oppervlak van een raaklijnenvierhoek, die mij 
tot dusver onbekend was. Nadat mij was opgemerkt, dat 
bedoelde formule terstond uit eene meer algemeene formule 
voor den willekeurigen vierhoek volgt, welke formule in 
dit Tijdschrift op bladz. 68 van den Jen jaargang is afge- 
leid, vond ik haar in het „Handboek” van J. Versluijs 
eveneens als bijzonder geval van deze meer algemeene 
formule; toch schijnt het mij toe, dat het nuttig kan zijn 
eene directe afleiding voor dit bijzondere geval te geven 
en daaraan nog eenige planimetrische beschouwingen vast 
te knoopen. 
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Is ABCD de raaklijnenvierhoek met 
AB =a,-BC=b;-CD=c en ADS 
als zijden, dan bestaat de volgende 
betrekking (zie Versluijs Handboek, 
bladz. 129, 8 213): 

be:ad=sin? A:sin? 4C . (1) 

Nu is, het oppervlak O noemende: 

O=tadsin A + 4be sin C= 
—= ad sin 4 A cos 5 A +be sin $ C eos ,C. 
B Deze laatste uitdrukking nu ver- 
vormt men met het oog op formule (1) aldus: 


O=V(abcd) sin LA cos rav (5) + sin ,C cos ov (Ge) | 


en daar volgens (1) 


sinAV (2) =sinse, sinzOV (5) =sinA 
is, verkrijgt men: 
O=V{(abcd) X sin H(A HO) —… 

Dit is de bedoelde formule voor het oppervlak van den 
raaklijnenvierhoek; zij doet terstond zien, dat, voor het 
geval deze vierhoek tevens koordenvierhoek is, het opper- 
vlak bij gegeven zijden zoo groot mogelijk is, en door 
O=\{(abed) wordt voorgesteld. 

De vraag doet zich nu voor: Zs het planimetrisch verklaar- 
baar, dat het oppervlak van een raaklijnenvierhoek op eene 
dergelijke wijze van het gedurig product der zijden en van de 
som der overstaande hoeken afhangt? Voor het oplossen van 
die vraag moest allereerst formule (1) in een planimetrisch 
kleed worden gestoken, en langs planimetrischen weg 
worden afgeleid. Dit was eenvoudig; formule (1) toch kan, 
indien men het middelpunt van den ingeschreven cirkel 
O noemt, aldus worden voorgesteld: 

OA2:0C? AB XAD:CB X CD 


Men kan haar bewijzen door op te merken, dat Z AOB 
en ZCOD en evenzoo ZAOD en Z BOC elkaars supple- 
ment zijn en nu de oppervlakken van A AOB en A COD, 
evenzoo die van A AOD en A BOC met elkaar te verge- 
lijken. Aldus verkrijgt men : 
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(OA XxX OB): (OC Xx OD) =at:e 
en (OA X OD): (OB X OC) =d :b 


dus OA Dee teen ta) 


De beschouwing van het oppervlak was moeilijker. Ten 
einde de som van overstaande hoeken in de teekening te 
brengen, paste ik dezelfde methode toe als die, welke in 
S 192 van mijne „Planimetrie” voor de constructie van een 
koordenvierhoek bij gegeven zijden, of in $ 242 voor de 
constructie van een willekeurigen vierhoek bij gegeven 
zijden en oppervlak is gevolgd, namelijk men stelt zich 
voor, dat b.v. op de zijde CD =c aan den buitenkant een 
vierhoek CDEF — ABCD is geconstrueerd in dier voege, 
dat de punten C, D, E en F respectievelijk gelijkstandig 
zijn met A, B, C en D. Is nu O’ het middelpunt van den 
ingeschreven cirkel van CDEF, dan staat het oppervlak 
van vierhoek OCO’'D, die (A+ C) en 4 (B + D) tot over- 
staande hoeken heeft, in eenvoudig verband met opper- 


vlak ABCD. Immers, A COD= % A AOB=? ACOD, en 
A COD = 8 A AOB, dus vierhoek OCO'D =5 (A COD + 
A AOB) = De oppervlak ABCD, dus omgekeerd 


Opp: ABCD = °% Opp. OCO'D. 


Van vierhoek OCO’D ziet men (trigonometrisch) terstond 
in, dat het oppervlak gelijk is aan 4 (OC Xx 0/C + OD X 0/D) 
sin £(A +C), dus daar O’C met OA en O/D met OB gelijk- 
standig, derhalve © O’C = OA en 5 O’D =0B is, vindt men: 


O=(OAX OCH OB X OD)sint(A HC) . . (4) 

Door vergelijking van de formules (2) en (4) komt de 
betrekking 

OA XO LOB D= (abed) 2 isis (b) 

te voorschijn; omgekeerd, indien het mogelijk is, formule 

(5) planimetrisch te bewijzen, dan is het duidelijk, dat het 

oppervlak van een raaklijnenvierhoek slechts van het 

gedurig product der zijden en van de som van een paar 
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overstaande hoeken arhangt, en is dus de bovengestelde 
vraag opgelost. 

Bewijs van formule (5). Trek in A AOB naar een punt G 
van AB de lijn OG zóó, dat / AOG =4/Z Dis, dan is / BOG 
—=t/C. Men vindt nu, omdat A AOG — A ADO is: 


AG en 
en omdat A BOG > A BCO is: 
ES Sons 
dus ES 
Volgens (3) is nu: OA : OC =W(ad) : V(be) 

ad 
of oA—0CV(E), 
evenzoo : OB: OD = (ab): V(cd) 

ab 
of OB —OD Vv (sal 


dus formule (6) gaat over in: 


OA d\, OB 
OG (en OD vs 5) =a 
herhnves noon Loen ARES 


Het verdient opmerking, dat, hoewel de beschouwing 
van vierhoek CDEF de betrekking (5) deed vinden, de 
formule (4) voor oppervlak ABCD gemakkelijker zonder 
vh. CDEF kan worden afgeleid, als volgt: 

Breng de rechthoekige driehoeken, welke den straal 7 
van den ingeschreven cirkel tot rechthoekszijde hebben, en 
OA en OC tot hypothenusa, naast elkander, zóódat zij 7 ge- 
meen hebben, evenzoo de rechthoekige driehoeken, welke 
OB en OD tot hypothenusa hebben, dan ontstaan twee 
driehoeken A AOC en A BOD, die samen gelijk zijn aan 
Lt oppervlak ABCD, en die, indien men r als hoogte be- 
schouwt, tophoeken hebben, welke elkanders supplement zijn, 
namelijk £(B + D) en (A +C). Verdubbelt men die drie- 
hoeken tot parallelogrammen, dan is oppervlak ABCD ge- 
lijk aan de som van deze parallelogrammen ; terstond ziet 
men dus in, dat O =(OA X OC + OB X OD) sin } (A + C) 
is, derhalve volgens formule (5): 

= (abcd) sint(A HC) .-. . … « (2) 
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Hoewel eenigszins kunstmatig, kan men de trigonoimmetrie 
geheel vermijden door op te merken, dat voor het geval 
A—HC=180%, dus 4(A+C)=90° wordt, deze parallelo- 
grammen in rechthoeken overgaan, en samen OA X OC + 
+OB X OD of V(abed)-maal zoo groot zijn als de eenheid 


van vlaktemaat, en evenzoo, wanneer A + ey, 180° is, op- 


pervlak ABCD V(abcd)-maal zoo groot is als een ruit, waarvan 
de zijden 1 zijn en }(A+C) een der hoeken is. Men ziet dan 
ook planimetrisch in, dat, hoe meer 4(A+C) van 90° afwijkt, 
des te kleiner het oppervlak van de ruit, dus ook opper 
vlak ABCD wordt, en dat het grootste oppervlak bij 
(A HC) = 90° of A + C=180° bereikt wordt. 

Eindelijk vermelden wij nog, dat ook de meer algemeene 
formule voor het oppervlak van een willekeurigen vierhoek 
geheel in overeenstemming met de constructie van zulk 
een vierhoek bij gegeven zijden en oppervlak eveneens 
door beschouwing van vierhoek CDEF kan worden afge- 
leid. Immers, indien FH L AB is, heeft men (zie zoo noo- 
dig S 242 van mijne „Planimetrie”): 


ET NE) — (ch dé) 
a 2a 


en volgens den cosinusregel: 
BF? = (BC + CF)? —4 BC X CF cos? 5 (A + C) 


zijd (a? ee 4 cos" (A0) 


of 160? =(2ab + 2ed)? —[(a? + b2) — (Cc? + d?)|? — 
16 abcd cos? 5 (A + 0), 


derhalve 0? = (s—a) (s—b) (s—c) (s—d) — abed cos? (A + U). 


dus or =—(t+ 
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Meten met {wee corsprongen van meting, 


DOOR 


CG. VAN ALLER - (Breda). 


Talrijk zijn de gevallen, waarin afstanden of hoeken 
worden gemeten met één oorsprong van meting. Omtrent de 
wijze, waarop men de te meten grootheden positief of 
negatief rekent, kan geen verschil van meening bestaan. 
Geldt het afstanden op een rechte lijn, die van een vast 
punt dier liĳn als oorsprong worden gemeten, dan stelt 
men vooraf één richting der lijn als de positieve richting 
vast. Betreft het hoeken, waarvan een been als oorsprong 
der hoeken gegeven is, dan wordt vooraf vastgesteld, in 
welken zin een lijn, die aanvankelijk met den oorsprong 
der hoeken samenvalt, moet draaien om DE hoeken 
te beschrijven. 

Veelvuldig zijn ook de gevallen, waarin men met twee 
oorsprongen van meting te doen heeft; ook hierbij is het 
ter vermijding van dubbelzinnigheid noodzakelijk aan de 
te meten grootheden teekens toe te kennen. Omtrent de 
wijze, waarop dit geschiedt, bestaat echter onder de wis- 
kundigen niet de gewenschte eenstemmigheid. Wel be- 
schouwd zou geen verschil van meening mogen bestaan, 
daar logisch maar één methode kan gevolgd worden, en 
het goede voorbeeld in deze aangelegenheid door wiskun- 
digen als Clebsch en Salmon is gegeven. Toch wordt in 
meerdere, zoowel hier te lande als in het buitenland ver- 
schijnende werken, omtrent het positief en negatief stellen 
der te meten grootheden een methode gevolgd, die m. i. 
moet worden afgekeurd; vandaar dat ik deze hier wensch 
te bestrijden en een poging waag, om de van Clebsch 
en Salmon afwijkende gebruiken althans in ons land te 
doen verdwijnen. 


Beschouwen we eerst het geval, dat afstanden worden 
gemeten op een rechte lijn met twee vaste punten A en B 
als oorsprongen van meting. Zij C (fig. 1) een punt tusschen 
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A en B, en D een punt op het verlengde van AB gelegen, 
en stel, dat men de teekens wil bepalen van de verhou- 


: AC 
dingen BG 2 BD: In no. 6 der „Beknopte Handleidingen 


bij het onderwijs aan de Technische Hoogeschool” naar 
het college van Prof. H. de Vries, bewerkt door H. Postma,” 
AC AD 

BG negatief, en Bp Pe 
sitief is; met deze zienswijze nu kan ik mij niet vereenigen. 
Wat is toch het geval ? 

We hebben hier op de onbegrensde rechte lijn AB ge- 
geven het stuk, begrensd door de vaste punten A en B; 
dit stuk wordt door het punt C of het punt D, dat op de 
lijn een willekeurige plaats kan innemen, in twee deelen 
verdeeld. In overeenstemming met den schrijver wensch 
ik ook het eene deel te meten van uit A, en het andere 
deel van uit B als oorsprong. Doch aangezien men nu bij 
het vaststellen van de richting, waarin elk deel positief 
wordt geteld, nooit in tegenspraak mag komen met wat 
men vroeger als waar heeft bewezen of aangenomen, en 
aangezien men algemeen als waar aanneemt, dat het ge- 
heel gelijk is aan de som van de twee deelen, waarin het 
wordt verdeeld, en niet gelijk aan hun verschil, zoo is men 
wel genoodzaakt het deel AC positief te tellen in de richting 
AB, en het deel BC positief in de richting BA. De lijnen AC, 
BC, AD zijn dus als positief aan te zien, en BD als negatief, 

5 AD GEN 
BC BD negatief; voorts is 
AC + BC =AD + BD = AB = BA. 

De gewoonte — misschien zou ik moeten zeggen — de 
fout, waartegen ik wensch op te komen, is deze, dat, hoe- 
wel twee oorsprongen van meting voorhanden zijn, toch het 
positief en negatief zijn wordt beoordeeld, alsof er maar één 
oorsprong van meting voorhanden is. Hetgeen ik afkeur, 
komt o.a. zeer duidelijk aan den dag in „Inleiding tot de 
nieuwere meetkunde van J. Versluys”, alwaar de schrijver 


zegt de schrijver op bladz. 14, dat 


en zoo is dus positief, en 
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(men zie bladz. 4—8) uitvoerig aantoont, dat men, als twee 
vaste punten op een onbegrensde rechte lijn zijn aange- 
nomen, op die lijn een punt ondubbelzinnig kan bepalen 
door een getal, dat de verhouding van de afstanden van 
het punt tot de beide vaste punten aangeeft. Stel nu eens, 
dat men een leerling der H. B. S. vraagt om op die lijn 
een punt te bepalen, dat gelijke afstanden heeft tot A en B, 
of een punt, waarvoor de afstanden tot A en B zich ver- 
houden als 3 en 2, dan zal die leerling geen oogenblik 
aarzelen om de verhouding der afstanden +1 en +3 te 
noemen. Volgens de opvatting van den schrijver nu is dit 
onjuist, en is o.a. het midden van AB niet meer een punt, 
dat gelijke afstanden heeft tot A en B; ik vraag „waarom 
moet dit in de Nieuwere Meetkunde anders worden dan 
in de gewone oudere Meetkunde, en moeten nu de bedoelde 
verhoudingen — 1 en —?3 worden? Dit is. niet alleen ge- 
heel onnoodig, doeh ook onlogisch. 

Nu is wel is waar van de hier verdedigde wijze van 
meting het gevolg, dat langs een zelfde lijn nu eens de eene 
richting, en dan weer de tegengestelde richting als de 
positieve richting wordt aangezien, en dit moge aan som- 
migen aanstoot geven, doch een bezwaar is hierin aller- 
minst gelegen. Vooreerst bestaat omtrent het positief of 
negatief zijn van een te meten lijn niet de minste onze- 
kerheid, en ten andere zijn in de meetkunde meer gevallen 
bekend, waarbij iets dergelijks wordt aangetroffen. Men 
denke b.v. aan de wijze, waarop de subtangens en de 
subnormaal van een punt eener kromme lijn positief worden 
geteld ; beide hebben tot oorsprong van meting het voet- 
punt der ordinaat; de eerste wordt positief geteld in de 
negatieve richting der X-as, de tweede in de positieve 
richting van de X-as. En hier heeft men nog wel één 
oorsprong van meting. Een tweede voorbeeld vindt men 
o. a. in de goniometrie bij de wijze, waarop de cosinus 
en de thans in onbruik geraakte sinus versus van een 
hoek positief worden geteld; de richting van de eene is 
juist tegengesteld aan die van de andere, wat bij twee 
oorsprongen van meting ook volkomen in orde is. 


Nu is de wijze, waarop het positief of negatief zijn van 
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een verhouding bij twee oorsprongen van meting wordt 
bepaald, wel van invloed op het teeken van een enkele 
verhouding, doch niet op dat van een dubbelverhouding. 
Immers de verhouding En î ie verandert niet als beide 
termen der verhouding een tegengesteld teeken aannemen. 
In vraagstukken echter, waarin van enkele verhoudingen 
sprake is, dient wel degelijk op het teeken te worden ge- 
let, en juist hier wordt nog vaak van de juiste methode 
afgeweken. Zoo vindt men b.v. als regel de bekende stel- 
lingen van Menelaüs en Ceva verkeerd uitgesproken; 
juist waar + 1 zou moeten staan vindt men — 1 en omge- 
keerd. Immers uit fig. 2 blijkt dat van de drie verhoudingen 


k Ba Cb Ac 
CHE RIAD EBC 
b alleen de laatste verhouding nega- 
tief is, zoodat 
A B Ba Ae, 
ADD CR 
Fig. 2. 


en niet = +1 is. Nu is het waar 
dat men de stukken op elke zijde ook kan meten van de 
punten a, b en c als oorsprong en dat men dan, zooals 
gewoonlijk geschiedt, kan schrijven 

aB bC cA 

BOERE Ti 
Hiertegen moet echter worden aangevoerd, dat men dan 
niet consequent te werk gaat. De driehoek is aanvankelijk 
gegeven, de transversaal kan daarna willekeurig worden 
aangenomen, kan zelfs veranderlijk worden gedacht; 
hierbij blijven de hoekpunten van den driehoek vaste punten, 
zoodat deze punten op elke zijde ook zijn aangewezen als 
oorsprongen van meting voor de stukken, waarin die zijde 
wordt verdeeld. Nooit zal men een punt, dat een wille- 
keurige plaats kan innemen, als oorsprong van meting 
aannemen; men doe het dus ook hier niet. *) 


*) Op bladz. 73 van het le deel van dit tijdschrift heeft de heer 
O. Bening een nieuw bewijs medegedeeld van het theorema van 
Menelaüs; dit bewijs vind ik niet eenvoudig. Eenvoudiger is 
dunkt mij het volgende: Men trekke uit de hoekpunten, A, B, C 
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Hetgeen hiervoren is opgemerkt omtrent het positief of 
negatief tellen van de deelen van een lijn, is ook toepas- 
selijk voor de deelen van een hoek. Men zou zeggen, het 
spreekt wel van zelf, dat als 4 een gegeven hoek is, en 
uit het hoekpunt binnen den hoek wordt een lijn getrokken, 
die den hoek in de deelen «a en £ verdeelt, alsdan 

=—=at fis. Toch vindt men o. a. in „Picquet, Géométrie 
Änalytique” een werk, dat een vrij goede reputatie heeft, 
op bladz. 13 van deel I vermeld 

6—=a— f, 

en wel als gevolg van het angstvallig vasthouden aan het 
principe, dat positieve hoeken steeds moeten beschreven 
worden door draaiing van een lijn in denzelfden zin; een 
principe, waaraan men kan vasthouden, als men hoeken 
moet meten, die alle éénzelfden oorsprong van hoeken 
hebben, maar dat moet worden losgelaten als men 
tweeërlei soort hoeken moet meten, waarvan elke soort 
haar eigen oorsprong van hoeken heeft. 

Picequet erkent zelf het bezwaar dat door zijn wijze van 
meting de betrekking 4=a— @ niet symmetrisch is t. 0. 
van «a en @, en zou liever + in plaats van —Â@ schrijven; 
doch zegt hij —en hierbij is XOY de gegeven hoek — „dan 
zou, terwijl «a de hoek is, die OX met de lijn maakt, 2 de 
hoek zijn, die de lijn met OY maakt.” Natuurlijk zou ook 
dit af te keuren zijn, doch al weer komt daardoor het 
verkeerde van zijn principe aan den dag. Eigenaardig dat 
Piequet, erkennende dat OX oorsprong van meting is voor 
den hoek a, en OY oorsprong van meting voor den hoek 


van den driehoek in willekeurige richting onderling evenwijdige lijnen, 

die de transversaal in de punten A’, B’ en C’ ontmoeten De drie 

verhoudingen, in de stelling genoemd, zijn dan respectievelijk (niet 
BE CO AA 

lettende op teekens) CC’ 


AA’ BB’ zoodat haar product ge- 


lijk de eenheid is. 

Trekt men de drie evenwijdige lijnen evenwijdig aan één zijde 
des driehoeks, dan gaat het bewijs over in het bekende, dat bij 
J. Versluys, Nieuwere Meetkunde (uitgave Wolters), en in andere 
leerboeken gegeven wordt. Het aantal hulplijnen wordt nu wel 
is waar van drie tot één teruggebracht; doch het bewijs wordt 
minder overzichtelijk, 
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2, niet op de gedachte komt of er niet toe besluiten kan, 
de hoeken « en @ positief te doen beschrijven door draai- 
ingen in tegengestelden zin. Toch heeft men eerst dan 
juist symmetrie, want daardoor stelt men vast, dat zoowel 
OX als OY positieve hoeken beschrijft, als de zin van 
wenteling zoodanig is, dat de hoek 6 wordt doorloopen. 
Dezelfde ongewenschte wijze van positief en negatief 
tellen van hoeken als in Picquet’s werk vindt men ook in 
het „Leerboek der Analytische Meetkunde van Prof. van 
Geer”. Een gevolg van die wijze van tellen is o. a. ook 
een gemis van overeenstemming in de transformatie-for- 
mules, die dienen voor den overgang van het stelsel XOY 
naar het stelsel X’OY’. In het le deel van het leerboek 
op bladz. 15 vindt men, als «a en 2 de hoeken zijn, die OX’ 
met OX en OY maakt, a’ en 4’ de hoeken van OY’ met 
OX en OY, en w de hoek XOY is, de formules 


en ‚sin @ ‚sin 6’ 
sin w sin w 
sin « sin a’ 
== Ya. 
Uit sin w a sin w 


Het is niet bevredigend, dat de eene formule wat hare 
teekens aangaat, zoo van de andere afwijkt; als men ech- 
ter 2 en £’ resp. vervangt door — 2 en —’, is de over- 
eenstemming in de formules volkomen. 

De bepaling, die de hooggeachte schrijver op bladz. 14 geeft 
aangaande het positief zijn van een hoek, moet dan ook 
m.i. met beslistheid worden afgekeurd. Nog zou ik omtrent 
zulk een bepaling willen opmerken, dat het, ook wanneer 
men slechts met één oorsprong van hoeken te maken 
heeft, af te keuren is de zin van draaiing der wijzers 
van een uurwerk, of ook de tegengestelde zin, steeds 
als positieven zin van draaiing voor te schrijven. Bij elk 
vraagstuk blijve den oplosser zelf het recht voorbehouden, 
dien zin als positief aan te nemen, die hem het meest 
gewenscht voorkomt. 
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De strijd over de uitvinding dee difierentiaalrekening 


DOOR 


Dr. P. VAN GEER, (Den Haag). 
(Vervolg en slot van bladz. 183.) 


Reeds de benaming en beteekenis der grootheden is 
verschillend. NEWTON spreekt van flwentes (dit zijn de 
functies) en fluwies (dat zijn daarvan de oneindig kleine 
veranderingen); keurige en juiste benamingen, doch die 
slechts passen in het latijn, de eenige taal die hij in zijn 
werken gebruikte. Daarentegen voert LEIBNIZ de benaming 
functie en differentialen in, gelijk wij die nu nog gebruiken. 
NEWTON gebruikte voor zijn fluxies de teekens x, y enz. 
LEIBNIz de differentiaal en integraal teekens, die wij nog 
gebruiken. NEWTON had geen teeken voor integraal, maar 
spreekt altijd van quadratuur in meetkundige beteekenis. 
Het verschil bepaalt zich echter niet tot de benaming en 
notatie, maar schuilt ook in de beteekenis. De «, y van 


NEWTON staan niet gelijk met de en dy van LEIBNIZ, maar 
beteekenen En d zj waarin té de onafhankelijke veran- 
derlijke voorstelt; NEwWTON neemt altijd aan, dat zulk een 
veranderlijke bestaat, en de andere veranderlijken daarvan 
afhankelijk zijn. Dit hangt samen met zijn benamingen, die 
daardoor een scherper beteekenis aannemen. Zoo staat de 
methode van NEWTON een stap hooger dan die van LEIBNIZ. 
Daarbij was zij voor N. middel, voor L. doel. N. moest haar 
aanwenden, om zijne diepzinnige beschouwingen over bewe- 
gingen in het heelal en op de aarde behoorlijk te ontwikkelen 
en door berekening te staven; L. vond haar uit om interessante 
vraagstukken, zooals de isochroon, de tautochroon, de bra- 
chystochroon, de kettinglijn, enz. op te lossen. Hij was met zijn 
vindingen zeer meedeelzaam, doch had geen tijd om zijn 
methode in volle klaarheid uiteen te zetten, en op vasten 
bodem te vestigen; hetgeen hem dan ook door HUYGENS en 
andere correspondenten herhaaldelijk werd verweten. Hij 
was zoo gelukkig met zijn methode, dat hij haar trachtte te 
brengen „à la portée de tout le monde”, ter wijl N. haar zoo- 
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veel mogelijk verborgen hield, zoodat het slechts voor den 
ingewijde in alle diepten der hoogere wiskunde was weg- 
gelegd om haar te begrijpen en toe te passen. 

Zoo zien wij dan ook de ontwikkeling van beide metho- 
den aanvankelijk als twee stroomingen naast elkander 
gaan, zonder met elkander in aanraking te komen. De 
methode van L. werd toegepast en verhelderd door de 
L'HOSPITAL en de BERNOULLIS, later door EULER en LA- 
GRANGE. De fluxierekening werd slechts bestudeerd en 
toegepast door Engelsche wiskundigen als TAYLOR en 
MACLAURIN, maar dan ook op een wijze, die haar voort- 
durend hoog hield boven de methode van LEIBNIZ. Dit 
blijkt uit de reeks van TAYLOR, den vasten grondslag voor 
alle berekeningen met oneindig kleinen van verschillende 
orde, door hem het eerst geopenbaard in zijn „methodus 
incrementorum (1715), en uit de reeks van MACLAURIN op- 
genomen in zijn „system of fluxions (1142), waarin de fluxie- 
rekening op voortreffelijke wijze werd gegrondvest. Later 
zijn de beide methoden vooral onder franschen invloed, 
samengewoven, maar nog is het onderscheid te onderkennen. 

Zoo gebruiken alle leerboeken van technischen aard, waar 
het voornamelijk om de toepassing te doen is, de methode 
van LEIBNIZ, die spoedig en gemakkelijk tot het doel voert, 
doch waar de gestrengheid der afleiding dik wijls te wenschen 
overlaat. Waar echter eerst het theorema van TAYLOR wordt 
afgeleid, en vervolgens hierop de leer wordt gebouwd, daar 
staat zij op den vasten bodem door NEwTON gelegd, en 
leidt tot inwijding in alle deelen der hoogere analyse. 

Dit blijkt ook uit de toepassing. Zoo lang men bij wis- 
kundige onderzoekingen blijft binnen den gewonen kring 
van vraagstukken op het gebied van meetkunde, mecha- 
nica en natuurkunde, daar kan men er met de algorithme 
en de notatie van LEIBNIZ komen, doch nauwelijks stijgt 
men hooger, of zij laten in den steek en moet men tot de 
methode en notatie van NEWTON overgaan. Dit blijkt o. a. 
bij de behandeling van ruimtekrommen, en van de krom- 
ming van oppervlakken met hun talrijke krommen. Zoo 
ook bij de behandeling van hoogere hydrodinamische vraag- 
stukken, als de leer der wervelringen en wervelstroomen. 
Zie slechts de werken en verhandelingen van HELMHOLZ, 
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KIRCHHOFF, THOMSON en Tart, enz., en de toepassing der 
fluxierekening van NEWTON springt terstond in het oog. 
Vandaar dat aan de technische hoogeschool, aan de mili- 
taire academie, en andere instellingen van technisch hooger 
onderwijs, waar het voornamelijk om de toepassing is te 
doen, bij het onderwijs der differentiaal- en integraalreke- 
ning de methode van LEIBNIZ wordt gevolgd, terwijl bij 
het universitair onderwijs de methode van NEwWTON op den 
voorgrond treedt. Want wil men de gronden dezer reke- 
ning leeren kennen, dan moet worden uitgegaan van de 
reeks van TAYLOR, als de eenige grondslag, die de onder-- 
linge verhouding der oneindig kleine grootheden van 
verschillende orde leert kennen. Zoo heb ik het geleerd 
uit een werk, dat thans tot de vergeten leerboeken be- 
hoort, nl. dat, van JACOB DE GELDER. Hij schrijft in zijn 
inleiding: „NEWTON vond dit hulpmiddel (tot bekorting van 
lange berekeningen) in de fluxie-rekening, en LEIBNIZ in 
de differentiaalrekening, twee verschillende denkbeelden, 
in welke geene de minste overeenstemming schijnt te 
bestaan, en die nogtans op hetzelfde doel moeten uitkomen.” 

Verder is zijn leer gebouwd op het theorema van TAYLOR, 
dat uitvoerig wordt ontwikkeld. Hij doet dat in navolging 
van LAGRANGE in diens „Lecons sur le calcul des fonctions”. 
Wel is deze handelwijze omslachtig en de weg moeilijk: maar 
is men over deze moeilijkheid heen, dan verkrijgt men een 
heldere voorstelling van de leer, die steeds gebrekkig blijft, 
wanneer men den thans meer gebruikelijken weg volgt, door 
met voorbijgang van TAYLOR’S theorema onmiddellijk met het 
differentieeren der meest gebruikelijke vormen te beginnen. 

De beweging, die in den laatsten tijd bij ons middelbaar 
onderwijs viel waar te nemen, en weerklank vond in het 
bekende verslag der ineenschakelings-commissie, om name- 
lijk de beginselen der differentiaalrekening in het voor- 
bereidend hooger onderwijs op te nemen, heeft geen ander — 
doel dan zoo kort mogelijk, met voorbijgang van alle 
diepere beschouwingen, van de algorithme van LEIBNIZ 
gebruik te maken, om de oneindig kleine veranderingen 
van functies te berekenen en toe te passen, ook op 
mechanisch en natuurkundig gebied. Of dit tot bevordering 
eener grondige kennis der mathematische grondslagen zal 
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leiden, moet ik betwijfelen — intusschen is het hier niet 
de geschikte gelegenheid, dit onder werp nader te behandelen. 


IV. 


Ik kan dit opstel niet besluiten zonder daaraan nog eenige 
beschouwingen toe te voegen. In het licht zijner brief wisse- 
ling met HUYGENS en andere tijdgenooten blijkt LEIBNIZ’ zelf- 
standigheid bij het vaststellen zijner leer der differentialen. 
Niet slechts was NEWTONS fluxierekening geheel iets anders 
zoowel in wezen als in vorm, maar uit de tusschen hen ge wis- 
selde brieven blijkt tevens, dat L. onmogelijk daaruit zijn leer 
kon afleiden, omdat N. de zijne onder een anagram verborgen 
hield, waarvan hij de oplossing eerst gaf, nadat L. zijn algo- 
rithme had gevonden en bekend gemaakt. Voor elk onbe- 
vooroordeelde staat zijn zelfstandigheid vast; tot dit besluit 
heeft mij een zorgvuldige bestudeering van alle beschikbare 
bronnen geleid; ik stel er prijs op dit aan mijne belangstel- 
tende vakgenooten in den lande mee te deelen met aan wijzing 
der gronden, waarop mijn oordeel rust. Niet in de ver wach- 
ting, dat ik hiermede elken twijfel heb weggenomen; de 
ervaring toch leert dit wel anders. Immers nadat op vast- 
staande gegevens is aangetoond, hoe DESCARTES onmogelijk 
de wet der lichtbreking, die hij het eerst bekend maakte, kan 
ontleend hebben aan een handschrift van SNELLIUS, — dat 
eerst lang na zijn (DESCARTES) dood werd ontdekt, na 
door Vossius en CHR. HUYGENS te zijn gezien, spoorloos 
is verdwenen en dus nimmer het licht zag — gaat men 
toch nog voort met de bewering, dat DESCARTES met de 
wet door een geschrift van SNELLIUS in kennis werd gesteld ! 

Zoo zal het ook wel hier gaan, en zullen Engelsche wiskun- 
digen blijven beweren, dat NEwTON de eenige uitvinder is, en 
LEIBNIZ aan diens meedeelingen zijn methode heeft ontleend. 

Reeds deelde ik mede, hoe LEIBNIZ te midden van den 
strijd, eenzaam en verlaten te Hannover overleed. Bij zijn 
begrafenis aldaar was geen enkele autoriteit op staatkundig 
of wetenschappelijk gebied aanwezig; lang heeft het geduurd 
vóór hem de rechtmatige eer werd bewezen; eerst in de 
laatste jaren werd vóór de universiteit te Leipzig, waar hij 
werd geboren, een hem waardig gedenkteeken opgericht. 
Te Hannover is nog de kamer te zien, waar hij in de laatste 
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levensjaren zijn arbeid volbracht; daar staat nog zijn stoel, 
en vindt men enkele zijner boeken en handschriften. 

Met zijn hoogen mededinger naar de eer, de grootste 
geleerde van zijn tijd te zijn, ging het geheel anders. 
Tegen het einde der zeventiende eeuw verlegde NEWTON 
zijn woonplaats van Cambridge naar Londen; daarbij ver- 
liet hij het onderwijs (dat trouwens veel te hoog ging voor 
zijn leerlingen), om de voordeelige betrekking van munt- 
meester te aanvaarden. Bij zijn eenvoudige levenswijze 
(hij bleef ongehuwd, evenals LEIBNIZ) verkreeg hij een 
aanzienlijk vermogen, en daarbij hooge eer. Want niet alleen 
werd hij door koningin Anna in den adelstand verheven, 
en werd hij tot lid van het parlement gekozen, maar ook 
op wetenschappelijk gebied ontving hij de hoogste eerbe- 
wijzen. Tot zijn dood bleef hij voorzitter van de Royal 
Society, geëerd niet slechts door zijn bovengenoemde vol- 
gelingen op het pad der wetenschap, maar ook door alle 
geleerden in binnen- en buitenland. Zijn begrafenis geleek 
die van een vorst; zijn lijk werd bijgezet in Westminster 
Abbey, waar nog een rijk versierde graftombe tegenover 
het nageslacht van zijn hooge verdiensten getuigt. 

En toch — ook hier is een schaduwzijde. In de uitvoerige 
levensbeschrijving van BREWSTER wordt breed uitgeweid 
niet slechts over zijn verdiensten op wetenschappelijk ge- 
bied, maar ook over zijn karakter en goede hoedanigheden 
als mensch. Geenszins wil ik hieraan iets te kort doen, 
maar moest toch opmerken, hoe hij zich in den hier ge- 
schetsten strijd van geen edele zijde deed kennen. 

Verder zij nog opgemerkt, dat zijn wetenschappelijke 
arbeid op wis- en natuurkundig gebied reeds vóór zijn 
vertrek naar Londen in 1699 ophield. De eerste uitgave 
der Principia, verscheen gelijk gemeld, in 1687 ; de tweede 
in 1713, maar deze was bewerkt door zijn leerling COTES; 
de derde, verschenen in 1726, door zijn leerling PEMBERTON. 
Al zijn verdere wis- en natuurkundige geschriften zijn wel 
later verschenen, maar waren niets anders dan dictaten 
van zijne lessen te Cambridge. Zijn verhandeling over het 
licht verscheen in 1704, zijn „Arithmetica universalis” in 
1701, zijn leer der fluxies in 1711; elk dezer verhandelin- 
gen werd onder zijn toezicht bewerkt, en voor den druk in 
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orde gebracht door een zijner volgelingen. Zelfstandig heeft 
hij geen nieuw wiskundig werk meer geschreven; hij zelf 
verklaart, dat hij genoeg had van die studie, en zich daar- 
van afkeerde. Waarschijnlijk is de oorzaak van dezen af- 
keer te zoeken in den verbitterden strijd, waartoe hij zelf 
aanleiding had gegeven, en die hem ten slotte wegens de 
heftigheid, waarmede hij van weerszijde werd gevoerd, 
tegen de borst stuitte, Echter heeft hij de studie niet opge- 
geven, slechts werd zij overgebracht op ander terrein. 
Zijn verhandelingen (opuscula) zijn na zijn dood in drie 
deelen uitgegeven. (Lausanne en Geneve 1744). Het eerste 
deel bevat de mathematische verhandelingen, benevens 
een uittreksel uit zijn briefwisseling; het tweede deel be- 
vat de verhandelingen op natuurkundig gebied, waaronder 
die over de ontbinding van het zonlicht en over de kleu- 
ren. Maar het derde en lijvigste bevat slechts verhan 
delingen uit het laatste deel van zijn leven, die zich be- 
wegen op het gebied van oude letteren en theologie, Zoo 
vindt men hier een opstel over de chronologie der oude 
grieken, egyptenaren en assyriërs, benevens een over den 
tempel van Salomo; dan volgen verhandelingen over de 
openbaring van Johannes, over Daniël en de profeten, over 
de geboorte van Christus enz. Al deze verhandelingen zijn 
mij door bevoegden verklaard als zonder eenig belang ; 
hierdoor zijn zij ook aan de vergetelheid prijs gegeven. 

In zijn latere levensjaren hield hij zich bezig met alchi- 
mie en zocht de transmutatie van metalen, waartoe hij 
zich in zijn woning een geheime werkplaats had ingericht. 

Dit alles moge met den sluier der vergetelheid worden 
bedekt! Maar onverminderd straalt zijn luister als ontdek- 
ker van het wereldstelsel dat nog steeds, hoewel aange- 
vochten, als het ware wordt erkend; van zijn lichttheorie, 
die, na in de 19e eeuw door die van HUYGENS te zijn ver- 
drongen, in de 20ste opnieuw op den voorgrond treedt, niet 
het minst van de hoogere mathematische rekenwijze, die 
hij bedacht als middel om het natuurkundig onderzoek tot 
in zijn diepsten schuilhoek na te speuren. Zijn methode is 
voor het volgend geslacht geworden en gebleven het voor- 
treffelijkste hulpmiddel bij elk onderzoek op het gebied der 
hoogere wiskunde. 
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Het Iheorema van Fappus 


DOOR 


Dr. N. QUINT - (Den Haag). 


Het bewijs, dat de heer Kruijtbosch van deze stelling 
op bladz. 117 gegeven heeft, staat, dunkt me, in eenvoud en 
aanschouwelijkheid achter bij het meer gewone bewijs 
(fig. 1), waarbij elke toelichting overbodig wordt en men op 
de wijze der Hindoes vol- 
staan kan met „Ziet” onder 
de figuur te schrijven. 

De opmerking is een vou- 
dig, maar wordt weinig 
gemaakt, althans Mathesis 
(1913, bladz. 239) vond het 
wenschelijk hierop bijzon- 
der de aandacht te vestigen, 
dat als een parallelogram 
naar binnen geteekend 
wordt, en het andere naar 


Fig. 1. 


buiten, het derde niet aan de 
som, maar aan het verschil ge- 
lijk zal zijn. Zijn dan de beide 
parallelogrammen gelijk, dan 
wordt het derde parallelogram 
nul. Zooals ook direct aan te 
toonen is, doordat BP even wijdig 
met AC zal loopen. Men heeft 
dan dat de afstanden van P 
tot AB en BC omgekeerd even- 
redig zijn met deze zijden, dus Fie. 9. 
(fig. 3): ú 
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8 PX: PY = BC: AB 
dus A ABC o A YPX, 
dus / BAC =/ PYX. 


De laatste hoek is weder ge- 
lijk aan „ PBX, zooals uit den 
koordenvierhoek PXBY volgt. 


X dient te staan „iet in PXY, 
Fig. 3. maar in PYX, 


Het raakprobleem van Apollonius als daarin gelezen 
wordt voor „raakt”: onder (een) willekeurig gegeven 
hoeken (hoek) snijdt. 


DOOR 
L. E. A. T. TER HAAR. (Utrecht). 


Onderscheiden we de tien gevallen, die zich voordoen 
door een punt door P, een rechte door R en een cirkel door 
C voor te stellen. 

Noemen we de snijding uitwendig als de straal van den 
snijdenden cirkel kleiner is dan die van den daarmede 
concentrischen ortogonalen, in ’t tegenovergestelde geval, 
inwendig. 

Beschouwen we ter bekorting alleen SUR die de 90° 
niet overschrijden. 

PPP kunnen we buiten be- 
schouwing laten. 

PPR zij voor de volledigheid 
met een enkel woord toegelicht 
(fig. 1). 

Zijn A en B de punten, en CD 
de lijn, die onder den hoek « Fig. 1. 
moet gesneden worden. We trekken daartoe de lijn EF 
| het midden van AB, laten uit een willekeurig punt 
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van die lijn M de loodlijn MH op CD neer, trekken MK, 
die den hoek a« met MH maakt, beschrijven met MK als 
straal een cirkel, vereenigen het snijpunt G van EF en 
CD met B, het snijpunt van die lijn en den cirkel L, met 
M, en trekken uit B de lijn BM, // LM, dan is M,‚ een mid- 
delpunt en M‚B de straal. 

PPC. roos: zij hier opgemerkt, dat als men uit een wil- 


ASR Ds 
Fig. 2. Fig. 8. 


lekeurig punt A (fig. 2) van een van twee elkander snijdende 
cirkels, lijnen AB en AC trekt door de snijpunten, de tweede 
snijpunten B en C een boog bepalen, die het dubbele aantal 
graden bevat van dat van den hoek, dien de cirkels met 
elkander maken ; hier is dus ZBDC == de hoek, waaronder de 
cirkels elkander snijden, terwijl BC // de raaklijn in A is. 

Stellen we nu het vraagstuk opgelost (fig. 3), A en B de 
gegeven punten, M den cirkel, « den hoek, waaronder die _ 
gesneden moet worden. 

Trekken we dan de lijnen uit A en B door de snijpun- 
ten van den gegeven en gevraagden cirkel, dan zijn de 
omtrekshoeken, die op de bogen GF en EH staan, gelijk 
aan den hoek, dien de cirkels met elkander maken. En daar 
GF //de raaklijn in A en HE//die in B is,liggen GF en EH 
symmetrisch ten opzichte van de loodlijn uit het middel- 
punt O van den gegeven cirkel op de lijn, die de gegeven 
punten verbindt. Slaan we dus den A EBH om OD om, 
dan valt B in B, en EH op GF, en dan liggen A, G, Fen 
B, dus op één cirkel. We hebben dus de volgende con- 
BEN 

We zetten in den gegeven cirkel een amtrels en a af, 
beschrijven den cirkel M,, die de koorde van den boog 
van dien hoek raakt, maken DB, == DB, beschrijven een 
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willekeurigen cirkel, die door A en B, gaat en den ge- 
geven cirkel M snijdt, trekken de gemeenschappelijke 
koorde dier cirkels, verlengen die tot zij de lijn AB in C 
snijdt, en trekken uit C een raaklijn aan den hulpeirkel M.. 

Het snijpunt van de loodlijn uit A op CG met die in het 
midden van AB, geeft het middelpunt van den gevraagden 
cirkel. Vereenigen we G en F met A, dan verkrijgen we 
nog twee punten H en L van den gevraagden cirkel. De 
andere raaklijn uit C geeft een tweeden cirkel. 

Berekenen we AC, noemen we R den straal van den ge- 
geven cirkel, dan komt er achtereenvolgens: 


CB, XCA=CEXCG, _ (CD—BD(CD+AD)=0OD? CD? —R? 
OD? RA AD X BD 
AD — BD 
re, __ macht A (tot gegeven cirkel) 
AC =CD EAD AB 


Evenzoo vinden we voor den afstand van B tot het snij- 
punt van EH en AB 


CD = 


macht B 
AB 
Ligt A binnen den cirkel, dan ligt het punt C in tegen- 
overgestelde richting van A. 
Valt D tusschen A en B, dan komt er AD + BD in den 
noemer. 
Uit de waarde van AC zien we, dat we die ook op 
andere wijze kunnen bepalen. 
Trekken we nl. (fig. 4) van uit B door G (of H, d. w.z. 
één der snijpunten van de lood- 
lijn uit O, op AB neergelaten, 
met den cirkel) de lijn BE, ver- 
eenigen E met A,en hetkomende _ 
snijpunt F met G tot ze AB in 
C snijdt, dan zijn BE en FC 
| antiparallel in / HAC, dus is 
Á BD 7 fyne macht A 
Fig. 4, 


Deze fig, geeft een gemakke- 
lijker overzicht van den invloed der gegevens. 
Voor ’t gemak noemen we voortaan de lijn CG (fig. 3) 
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de snijrichtingslijn, daar ze de richting aangeeft van de 
raaklijn in een der snijpunten A, en tevens den gegeven 
cirkel onder denzelfden hoek snijdt als zulks de gevraagde 
doet. 

PRR. Hierbij valt alleen op te merken, dat uit de 2 
gegeven lijnen twee andere kunnen worden afgeleid, 
waarop de middelpunten der cirkels moeten liggen; die 
noemen we middelpuntsassen. We verkrijgen ze, als AB 
en AC (fig. 5) de gegeven lijnen zijn, door in willekeurige 
punten D en E dier lijnen 
de complementen der snij- 
dingshoeken af te zetten, 
ZFDB en Z CEG, EG en 
DF een willekeurige gelijke 
lengte te geven,en van uit 
F en G respectievelijk lijnen 

Fig 5. || AB ‘en AC te trekken; 
de lijn door A en het komende snijpunt H geeft dan een 
middelpuntsas. 

Een tweede krijgt men door EG of DF aan de andere 
zijde van AB of AC af te zetten. 

Overigens wordt de oplossing als die van het raak- 
probleem, door A als gelijkvormigheidspunt te bezigen. 
Men krijgt in ’t algemeen 4 cirkels. 


PCC. Daar we vonden in fig. 3: AC = 


A 


macht A 
AD zien we 
dat voor twee gegeven cirkels AC evenredig is met de 
machten van A, en daar de snijrichtingslijnen der beide 
cirkels aan elkander evenwijdig zijn, vallen deze lijnen òf 
samen, wanneer de machten ten opzichte van beide cirkels 
gelijk zijn, òf we kunnen ze doen samenvallen door, A als 
uitwendig gelijkvormigheidspunt bezigende, de middelpunts- 
afstand en straal van één der cirkels evenredig met die 
machten te vergrooten (resp. te verkleinen); dan zijn in 
de snijrichtingslijnen gemeenschappelijke raaklijnen aan 
de hulpceirkels. We hebben dus de volgende 

Constructie. Zijn (fig. 6) A het gegeven punt, Men M, de 
gegeven cirkels, trekken we dan de raaklijnen AB en AC, 
maken AD = AC, trekken DE // BC, maken AF —= AE, 
trekken AG door M, richten in F een loodlijn op, dan vinden 
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we door snijding met AG het middelpunt M,; wij beschrijven 
met M‚F als straal een cirkel, x 
en construeeren daarinen inden 
onveranderden cirkel M, de 
hulpeirkels door middel van de 
hoeken van snijding. Wij trekken 
daarna de 4 gemeenschappelijke 
raaklijnen (in de figuur is er 
slechts één getrokken). De snij- 
punten L en N der raaklijnen 
met A vereenigd geven Pen Q, 
twee punten van een der ge- 
vraagde cirkels. 

Is A zoodanig gelegen (binnen 
één der cirkels), dat de machten 
tegengesteld teeken hebben, dan neme men A als inwendig 
gelijkvormigheidspunt. 

Een aandachtige beschouwing zal duidelijk maken, dat 
de zes machtlijnen der gevraagde cirkels gaan door de 
hoekpunten van den volledigen vierhoek, gevormd door de 
gemeenschappelijke raaklijnen der hulpcirkels. 

Ligt A op een der gegeven cirkels, dan kan men den 
laatsten door de raaklijn vervangen, waardoor de vraag 
overgaat in PRC. 

PRC. Beschouwen we hierin de rechte lijn als een cirkel 
met oneindigen straal en verkleinen we dien dus. 

Zij (fig. 1) A het, gegeven punt, M de gegeven cirkel, 
PQ de rechte, B het voetpunt 
der loodlijn van A op PQ, dan 


EE 


E 3 
E 
en 


NE Li is, als we den straal der rechte 
EE Ad et Ô lijn R‚ noemen, de macht van 
REN A ten opzichte dier rechte 
Bot nere 2 (AB+R‚)?—R’= 
UR CDK EROTER AB? +2AB XR, 
horige Cede en dus wordt de straal van 
Fig. 7. den komenden cirkel 
macht A (tot cirkel M) R 
ABDIBAHDER, Se 
macht A 


Nemen we daarin R,==oo, dan wordt die oa 
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We krijgen dus (als 2AB ) de raaklijn uit A aan den 
cirkel) de volgende : 

Constructie. We beschrijven uit B met BA als straal een 
cirkel, zetten van A de koorde AF uit, gelijk aan de raak- 
lijn AB, laten uit F de loodlijn FM, neer op AB, dan is 
het voetpunt M,‚ het middelpunt en M‚A de straal. Be- 
schrijven we nu de beide hulpeirkels M en M,,dan geven 
de gemeenschappelijke raaklijnen elk twee snijpunten met 
den oorspronkelijk gegeven cirkel, welke verbonden met 
À, twee punten van elk der gevraagde cirkels geven. 

Hierbij zij opgemerkt, dat zoo de opgegeven snijdings- 
hoeken beide gelijk 0° zijn, een belangrijke vereenvoudiging 
mogelijk wordt. We zien nl, dat bij de verplaatsing de 
snijpunten der gemeenschappelijke raaklijnen (alleen be- 
schouwd de twee, die tevens gelijkvormigheidspunt zijn) 
aan de hulpcirkels zich bewegen langs de lijn, die tevens 
door A gaat. Nu vallen bij snijdingshoeken van 0° (raking) 
de hulpeirkels met de gegevene samen, terwijl de snij- 
punten der gemeenschappelijke raaklijnen van de rechte 
PQ en den cirkel M, vallen in de snijpunten van de loodlijn 
uit M op PQ met den cirkel, en daar de verplaatste snij- 
punten ook moeten liggen op de lijn M‚M, krijgen we de 
volgende 

Constructie. We bepalen M,‚ als voren, verbinden M met 
M,, A met de snijpunten der loodlijn uit M op PQ met den 
cirkel, dan zijn de snijpunten dier verbindingslijnen de 
punten, waaruit we de vier raaklijnen moeten trekken. 
De komende raakpunten vereenigd met A geven als snii- 
punten met den cirkel de vier raakpunten der gevraagde 
cirkels. 

Ligt A op de rechte lijn, dan 
krijgen we hetzelfde bijzondere 
geval als bij PCC, en ofschoon dit 
geen moeilijkheden kan opleve- 
ren, geeft het tot opmerkingen 
aanleiding, die het begrip van het 
daarop volgende vergemakke- 
lijken. 

We hebben (fig. 8) slechts de vier gemeenschappelijke 
raaklijnen aan den fictieven hulpcirkel van de rechte te 
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trekken, die dus twee aan twee // zijn, daar A kan beschouwd 
worden in de machtlijn van den cirkel en de rechte te 
liggen. De snijpunten met den cirkel geven, vereenigd met 
A, weder de benoodigde punten der gevraagde cirkels. 

We zien dan, dat we uitwendige snijding krijgen als A 
met het middelpunt van den cirkel aan dezelfde zijde ligt 
van de snijdingslijn, in ’t tegenovergestelde geval inwendige, 
zoodat er, als A gelegen is tusschen C en D, of F en G, 
ò uitwendige, en tusschen D en F 4 uitwendig snijdende 
cirkels aan de vraag voldoen. 

RRR. Volgt uit het bij PRR opgemerkte. 


Een rechte lijn rechthoekig op een plat vlak. 


Stelling. Als een rechte lijn 
rechthoekig staat op twee elkan- 
der snijdende lijnen van een plat 
vlak, staat zij rechthoekig op 
elke lijn in dat vlak. 

Bewijs. Als PA in A recht- 
hoekig staat op AC en AB, dan 
moeten wij bewijzen, dat PA ook 
loodrecht staat op AD bijvoor- 
beeld. 

Trek daartoe de lijn BDC, ver- 
bind P met B,D en Cen verbind 
ook nog A met de middens E‚G en F van PB, PD en PC. 
Dan zijn de AA PEF en AEF zz, omdat ze de 3 zijden 
gelijk hebben. Dus: 

PG =AG=GD en / PAD —= 90°, 


’s Hertogenbosch. J. N. VISSCHERS. 
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Vorandermg van onafhankelijk veranderlijke bi 
meervoudige integralen 


DOOR 


H. JANSSEN = (Bussum). 


Zij gegeven de drievoudige integraal 


te [reyoamayde= fac fayf roy ae, 
waarin we nieuwe onafhankelijk veranderlijken moeten 
invoeren door de substitutie 
x= (u,v, w) ; y=v(u,v, w); 2=—=X (u,v, W). 


In de achterste integraal worden &@ en y als constanten 
beschouwd; daarin zullen we de winvoeren. Hierbij wordt 


deu L dot Edw RO 
ter wijl 
ay == au teal AOR 


de Le 
òu Ee 


JAE Piot EL do=0 EE 0 


Vermenigvuldigt men beide leden van (1) met AEEA 


ò (u,v) 
Ò (2,7) Ò (y,2) 
evenzoo (2) met De) en (8) met biet): en telt men op, 


ò (x, 4) ò (9,2) 
ò (u, An ò (u,v, SE 


dan is: 


of 
ò (x, y, 2) 
SOU, 2,10) 
TE EN: IEN) 
d ò (u,v) 
zoodat rf rev En ie te En tr di du 
Ò (u,v) 
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ò (x,y 2) 1 
= faafaef fas): Tent 


ò (w‚v) 

In de laatste integraal van deze denken we de z, u en 
v uitgedrukt in #, y en w, terwijl dan bij de integratie de 
x en w als constanten worden beschouwd. Hierin zullen 
we nu de w invoeren. Dan is 


—_ òy òy 
dy = WT 5 DORE ie 
ter wijl 
ASS CORNE 
de =S Ws dl. En) 
Vermenigvuldigt men de leden van (4) met Ee die 


van (5) met en en trekt men de leden van (5) af van de 


overeenkomstige van (4), dan wordt 


ECN 
du Sr ò (u, v) de 
of 
BDA SL 
ORK oor 
u 
À 
en r= fff fv) SLD zj dede do 
òu 
ò (4 1 
— azofae | rev, Eer erts dx. 
òu 


In de achterste integraal moet men de y, de zen u 
denken uitgedrukt in de #,v en w, terwijl bij de integra- 
tie de v en w als constanten worden beschouwd. Dit brengt 


òx 
mede, dat voor dx kan worden geschreven dx = Sn du, ZOO- 


dat de integraal wordt, wanneer we nu ook nog f(x,y, 2) 
vervangen door f(wp, b, x): 
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re fff rev t de de deo 


ò (u,v, w) 


Voor de dubbelintegraal Í Í Fandede | EE | fe, 


dy wordt voor de substitutie @ =p (u,v), y = V (u,v) de gang 
der redeneering van deze analytische oplossing van ’t 


substitutievraagstuk vrijwel hetzelfde als ’t laatste deel 
van de voorgaande. 


In ij f(e‚y)dy is de @ constant; we voeren de u in, dus 


d d 
dy =S du + Sd 


en ey) 1 


Dan wordt 


|| renee dy auf fn dr 
| òu 


du. 


Denken we in de laatste integraal de y en v uitgedrukt 
in @ en w; bij de integratie wordt de u constant gedacht. 


Dan is dn du. Schrijft men nu nog voor f(«,y) in 


de plaats f(p,}), dan is weer 


[[ reenavar= [ren FeL au ae 
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Platland. 


Den meesten lezers zal zeker wel „Platland, een roman 
van vele afmetingen” bekend zijn (vertaald naar Dr. Abbott's 
„Flatland” door den heer L. van Zanten, in leven leeraar 
aan de H.B.S. te Tiel), waarvan een paar jaar geleden 
een tweede druk is verschenen. 

Tijdens een vergadering van wiskundeleeraren werd 
door leerlingen der Haberdasher’s Aske's meisjesschool te 
Acton (Engeland) een comediestuk van „Flatland” opge- 
voerd. De speelsters droegen op hun hoofd stukken carton 
in den vorm van veelhoeken; de toeschouwers bevonden 
zich boven hen op een galerij. Een inleidster deelde mede, 
dat men in platland hooger stond naarmate men meer 
zijden had, de cirkels vormden dus den hoogsten stand; 
gelijkbeenige driehoeken werden het minst geacht ; onregel- 
matigheid van vorm was een misdaad. 

Vrouwen waren rechte lijnen, die, omdat ze in vooraan- 
zicht onzichtbaar waren, voortdurend een geluid moesten 
maken. 

Op den grond was een groote vijfhoek geteekend, die 
een huis voorstelde. De spelers waren: 


Negenpuntcirkel Priester. 
Äsymptoot zijn vrouw. 
Radiaal RE Z0ON: 
Mylord Veelzijde Edelman. 
Loodlijn zijn vrouw. 
Gelijke | De 
Vlakke i 
Richtlijn 

Raaklijn | „ dochters. 
Hoekmeter Koopman. 
Deellijn zijn vrouw. 
Ongerijmde 

Gegevene „ ZOONS. 
Cyclus 

BEOS | „ tweelingdochters. 


Overeenkomstige 


Scherp Handwerksman. 
Gelijkvormige zijn vrouw. 
Politieagent x | VE 
Scheeve é 

Äs 
Middellijn | MEDE 
Zijn Eerwaarde de Omgeschreven Cirkel, Priester. 
Sir Veelhoek Edelman. 
Verhouding Onder wijzer. 
Rechthoek een ketter. 
Scheef zijde 

Basis 


Hon zijn dochters. 

Het stuk begint met kinderen, die „figuurvormen” spelen ; 
zij plaatsen zich nl. zóó, dat figuren gevormd worden, 
behoorende bij verschillende meetkundige stellingen. Een 
der kinderen vertelt een droom over „lijnland”, waar wel 
„voor en achter”, maar niet „rechts en links” bekend waren. 

Zij gaan dan in school, groeten den meester met een 
„hoofdsechudden”, leeren eerst hoeken bepalen op het ge- 
voel, en daarna machtsverheffen. Bovengenoemd kind 
vraagt: als een punt een lijn doet ontstaan, en een lijn 
een vierkant, kan dan uit het vierkant iets anders ont- 
staan? Een stem zegt: beweeg het omhoog. Die stem is 
afkomstig van een bol, welken de platlanders niet kunnen 
zien, omdat hij zich boven hun vlak bevindt. De meester 
gaat nadenken; de leerlingen loopen weg. 

In het volgende tooneel ontmoeten lord Veelzijde en sir 
Veelhoek elkander, en herkennen elkander door bepaling 
van hun hoeken. De koopman Hoekmeter voegt zich bij 
hen, wordt voorgesteld door sir Veelhoek aan den lord, en 
wordt door dezen uitgenoodigd te komen dineeren. De 
vrouw van den lord is hierover zoo boos, dat ze hem 
doorboort. Daarvoor wordt ze gevangen genomen. In de 
gevangenis treft ze verschillende personen aan, o. a. Scheef- 
zijde, die veroordeeld is wegens bedrog, omdat hij — een 
gelijkbeenige driehoek zijnde — zich heeft uitgegeven voor 
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een ruit; hij en zijn zoon hadden achter elkander geloopen 
_ met de bases tegen elkander. Ook is Rechthoek aanwezig, 
bovenbedoeld onderwijzer, die veroordeeld is wegens 
ketterij, omdat hij het bestaan van een derde afmeting 
verkondigt. 

Het laatste tooneel stelt de rechtszitting voor, waarin 
zijn zaak behandeld wordt. Iedereen bespreekt de onmo- 
gelijkheid van een derde afmeting, doch plotseling ver- 
schijnt de bol, die zich als een cirkel met veranderlijken 
straal voordoet, en pogingen-doet hen te overtuigen van 
een derde dimensie. De gevangene wordt vrijgelaten, en 
gaat met den bol weg. 


Bij een, na het spel volgende, discussie kwam de op voed- 
kundige waarde er van ter sprake, welke door de betrokken 
leeraressen zeer hoog werd geacht, omdat de leerlingen 
zich moesten indenken in toestanden van platland, enz. 


Prijsvraag, 


De universiteit van Amsterdam heeft op 1 Mei 1914 
de volgende prijsvraag uitgeschreven, te beantwoorden 
vóór 1 Mei 1915 door studeerenden aan eene Nederlandsche 
instelling voor universitair onder wijs. 


Zij in de ruimte gegeven eene enkelvoudige gesloten 
kromme (éénéénduidig continu beeld van een cirkel) K 
zonder knoop, dan bestaat er een elementair-oppervlak O 
dat K tot rand bezit, d. w. z. O laat zich op zoodanige 
wijze éénéénduidig en continu op het binnengebied van 
een cirkel C afbeelden, dat bij deze afbeelding K aan C 
beantwoordt. 


Wiskundig Tijdschrift, 10e Jaargang. 15 


Boekbespreking. 


DR. GERHARD Mürn. Leitfaden für den geometrischen 
Anfangsunterricht an den höheren Lehranstalten. 

Berlin, Weidmannsche Buechhandlung, 1913. 1.40 M. 

De schrijver begint met na te gaan wat opgemerkt kan 
worden aan een kubus, blok, prisma, piramide, cilinder, 
kegel, en geeft van deze lichamen achter in het boek 
uitslagen, die dadelijk in elkander kunnen worden geplakt. 
Daarna bespreekt hij punt, lijn en cirkel. Zeer terecht 
laat hij den leerling spoedig zeer eenvoudige figuren tee- 
kenen met passer, liniaal en teekendriehoek. Bewijzen 
kunnen door de meeste leerlingen goed gevolgd worden, 
zij het ook dat zij moeite hebben met het zelf vinden. 
Daarom voegt hij die bij, waar ze noodig zijn. Eenige 
bewijzen zijn in een aanhangsel opgenomen. 

Hoek en evenwijdige lijnen, driehoek, congruentie en 
parallelogram zijn de volgende hoofdstukken, waarbij de 
symmetrie niet vergeten is. 


FRANZ PAHL. Geschichte des natwrwissenschaftlichen und 
mathematischen Unterrichts. 

Leipzig, Quelle und Meyer, 1913. M.8.60, geb. M. 10.60. 

Toen de eerste middelbare scholen werden opgericht, 
moesten de leervakken zóó gekozen worden, dat zij van 
dadelijk praktisch nut waren; daarom waren godsdienst, 
de oude talen en geschiedenis hoofdvakken. Eeuwen lang 
bleven zij hoofdvakken, en hoewel later moderne talen, 
nog later wiskunde, in de laatste plaats natuurkunde wer- 
den toegevoegd, bleven zij toch door de traditie bovenaan 
staan. 

De wiskunde was reeds tamelijk ontwikkeld bij de Chal- 
deaërs en Egyptenaren, voordat de Grieken de meetkunde 
tot een bijzonder studievak maakten. Van hen ging de 
studie der wiskunde over op de Arabieren, en van deze 
kwam ze weder in Europa. Vooreerst in de kloosters, 
daarna in de hoogescholen. | ven 

De schrijver bespreekt de kennis der oude volken, en 
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daarna hun onderwijsstelsel, dan de kennis der middel- 
eeuwen, en daarna de inrichting van het onderwijs. Op deze 
wijze gaat hij verder: elke afdeeling bespreekt eerst de 
ontwikkeling van de wetenschap in een periode, daarna 
de ontwikkeling van het onder wijs. 

Als perioden neemt hij de 16e, 17e, 18e, 19e eeuw en 
den laatsten tijd met zijn nieuwe richting in het wiskunde- 
onder wijs. 

In de 16e eeuw treedt het humanisme op; de algebra 
ontwikkelde zich; ontdekkingsreizen maakten kaartprojec- 
tie noodig. De reformatie hnd invloed op de ontwikkeling 
der universiteiten. 

De 17e eeuw bracht de logarithmen en reeksen, de 
berekening van zr; het was de eeuw van Galileï, en van 
Newton en Leibniz, de eeuw waarin akademies werden 
opgericht, de eeuw van het phlogiston. 

De 18e eeuw kende Euler en Monge, deed de pedagogie 
op den voorgrond treden, en „realschulen” oprichten, ter- 
wijl het nieuw-humanisme zich ontwikkelde. 

De vorige eeuw regelde het schoolwezen, de examens 
en de voorbereiding der leeraren, bracht natuurkundige 
laboratoria en technische hoogescholen. Thans bevinden 
we ons midden in een ontwikkeling, maar nog altijd is 
er sedert de reformatie een strijd tusschen de literair- 
geschiedkundige richting en de wiskundig-natuurkundige. 
De bezadigden aan elke zijde trachten een gemeenschap- 
pelijken grondslag te vinden; vroeger zocht men dien in 
de philosophie, maar daar deze te hoog bleek voor de 
leerlingen, nu meer in de geschiedenis. De nieuwere voor- 
stellen ín Duitschland willen ook het geschiedkundige 
element een plaats inruimen, d.w.z. voor zoover het de 
wetenschappen betreft. 


JOHN PERRY. Mlementary Practical Mathematics. With 
nwmerous exercises for the use of students and especially of 
mechanical and electrical engineering students. 

London, Macmillan & Co., 1913. 6 sh. 

Een merkwaardig boek, geschreven voor leeraren. De 
welbekende schrijver is ontevreden met het bestaande 
onderwijs in wiskunde, en wil dat op geheel andere leest 
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geschoeid zien. Het grootste deel van de vraagstukken, 
die men tegenwoordig aan de leerlingen voorzet, moet 
worden geschrapt, en vervangen door andere, die den 
leerlingen meer belang inboezemen. De schrijver geeft 
zijn methode, vergezeld van een groot aantal vraagstukken. 
Er blijkt uit, dat men slechts weinig uit het hoofd behoeft 
te laten leeren. 

Beginnend met verkorte bewerkingen, geeft hij loga- 
rithmen en de rekenliniaal, bespreekt de beteekenis en de 
waarde van formules, en geeft van de algebra juist zooveel 
als noodig is om vraagstukken uit de praktijk te kunnen 
oplossen. Dan volgen meten van oppervlakken en inhouden, 
en alles wat in verband staat met hoeken (hoeksnelheid, 
hoekversnelling, kromming). Het meten leidt van zelf tot 
het gebruik van gequadrilleerd papier, waarover verder 
telkens in het boek gesproken wordt; het maken van 
maken van graphische voorstellingen, en het opstellen van 
empirische formules uit praktische gegevens. Dit laatste 
is voor den schrijver een zeer belangrijk onderwerp, waar- 
over hij een aantal vraagstukken geeft. 

Van differentiaal- en integraalrekening worden de hoofd- 
zaken gegeven met vele toepassingen; ook die differen- 
tiaalvergelijkingen, welke voorkomen in de praktijk 
(trilling, periodieke functies, warmtestrooming, electrische 
strooming, vraagstukken die zich in de EE van tele- 
foon en telegraaf voordoen). 

Een hoofdstuk over vectoren besluit het boek, terwijl 
nog een aantal examenvragen van de Board of Examination 
zijn toegevoegd. 

Met Engelschen humor geschreven, is het boek het 
tegendeel van droog. Herhaaldelijk vindt men vermakelijke 
opmerkingen. Zeer veel vraagstukken kunnen zonder 
bezwaar in ons onderwijs worden ingelascht. 


CARL RUNGE. Graphical Methods (Columbia University 
Lectures). 

New-York, Columbia University Press, 1912. 

Doordien deze lezingen kennis van hoogere wiskunde 
vereischen, zijn zij slechts te volgen door personen, die 
daarvan eenigszins op de hoogte zijn. In het bijzonder zijn 
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zij van belang voor ingenieurs, voor wie het graphisch 
werken dikwijls noodzakelijk is. Van het graphisch rekenen 
met reëele grootheden gaat de schrijver spoedig over tot 
het werken met complexe getallen. Daarop volgen de 
voorstelling van functies van één veranderlijke, de reken- 
liniaal, rechthoekige coördinaten met niet-regelmatige ver- 
deeling (bijv. logarithmische verdeeling), functies van twee 
onafhankelijk veranderlijken, conforme afbeelding, de 
methode der richtpunten uit de nomographie. 

Als voorbeelden van toepassing zijn o.a. gegeven de’ 
betrekking tusschen zonnetijd, zonshoogte en declinatie; 
de oplossing eener derdemachtsvergelijking ; de betrekking 
tusschen hoogte, azimuth, declinatie en breedte. 

Het laatste hoofdstuk behandelt graphisch integreeren 
(met als toepassing de bepaling van het buigend moment 
van een belasten balk), graphisch differentieeren, en het 
oplossen van differentiaalvergelijkingen. 

Het doel van den schrijver was, niet alleen theoretische 
beschouwingen te geven, maar zoodanige constructies te 
leveren, dat men de figuren in de praktijk gebruiken kan. 
Zeer dikwijls vindt men dan ook praktische wenken 
omtrent de uitvoering der teekeningen. 


FREDERIC RIESZ. Les systèmes d'équations linéaires à une 
infinité d'inconnues. 

Paris, Gauthier-Villars, 1913. frs. 6.50, 

Behoorende tot de Collection de monographies sur la 
théorie des fonctions, uitgegeven onder toezicht van Emile 
Borel, staat het feitelijk op de grens van de functieleer, 
maar aan het begin van een nieuw onderwerp uit de 
wiskunde, dat nog bezig is zich te ontwikkelen. 

De namen Fourier, Fürstenau, Kötteritzsch, Appell, Poin- 
caré, Von Koch, Landau, Schmidt zijn daarmede verbonden. 


J. SER. Mssai de Linéometvie. Première Partie. 

Paris, Gauthier-Villars, 1918. 

Deze „lijnmeting” geeft een uitbreiding van het theorema 
van Chasles, dat als O, A en B op een rechte lijn liggen, 
OA + AB =0B. De schrijver past dit toe op kromme lijnen, 
en slaagt daarin met behuip van imaginairen. 
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A. GENAU. Mathematische Ueberraschungen für Lehrer und 
Rechenfreunde. 

Arnsberg i. Westf., J. Stahl, 1918. 

Gedurende vele jaren verzamelde de schrijver bijzondere 
opgaven, raadsels en aardigheden op rekenkundig gebied 
(waarvan sommige bekend zijn uit andere verzamelingen) ; 
hij voegde hierbij constructies voor den regelmatigen zeven- 
hoek en negenhoek, en eenige algebraïsche opgaven. 

De schrijver geeft achterin aan, in welke klassen de 
verschillende opgaven het best kunnen worden te pas 
gebracht. 


O. Frey. Geometrischer Arbeitsunterricht. Ein Beitrag zu 
Lehrplan und Praxis der Arbeitsschule. 

Leipzig, Ernst Wunderlich, 1914. 

De schrijver geeft een leergang voor de volksschool, 
zoowel voor meisjes als voor jongens, waarbij meetkundige 
eigenschappen door eigen arbeid der leerlingen geleerd 
worden. 

Vooreerst wordt tellen en rekenen geleerd met behulp 
van stukjes carton, in den vorm van rechthoeken, vier- 
kanten en gelijkzijdige driehoeken, waarmede ook figuren 
kunnen worden gevormd. Daarop volgt vouwen, zoodat 
niet alleen vlakke figuren, maar ook ruimtefiguren ontstaan ; 
eerst wordt gewerkt met een rechthoekige strook, daarna 
met een driehoekig stuk papier, ten slotte met een cirkel. 

Daarna worden hoeken gevormd en gemeten, waarbij 
o.a. de grootte van hoeken aan den omtrek van een cirkel 
ter sprake komt, en het bepalen van het middelpunt van 
een cirkel. 

Van anderen aard dan de voorgaande zijn de bewegings- 
modellen, vlakke en ruimtefiguren, ontstaan door snelle 
draaiing van een figuur om een as (breinaald), of door 
evenwijdige verschuiving. 

Het laatste hoofdstuk bespreekt landmeten met eenvou- 
dige hulpmiddelen, waarbij de leerlingen gewend worden 
aan het werken met sinus en tangens, zonder dat deze 
namen genoemd worden. 


EUGÈNE CHATELAIN. L'enseignement de la Géométrie. Une 
réforme dans ses rapports avec nos circonstances locales. 
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Etude annexée au rapport du gymnase de la Chaux-de- 
Fonds. 1913. 

De schrijver bespreekt de tegenwoordige toestanden, de 
verdiensten en de nadeelen van Euclides’ methode, de 
wenschelijkheid van zelfwerkzaamheid, en het vroeger 
bespreken van stereometrische eigenschappen, enz. 


C. et Mme C. CHANTICLAIRE. (Ce qu'il faut savoir pour 
Calculer rapidement de tête. 

Paris, Fernand Nathan, 60 centimes. 

De schrijvers geven verschillende handelwijzen om vlug 
op te tellen en af te trekken, en vooral om vermenigvuldi- 
gingen uit te voeren. 


Vit Buitenlandsche Tijdscheiiten. 


258. | Algebraïsche identiteit. 


B(y +2) (ed a) (oo Hy) — 6 (yz Hz + wy) = 
(edy yteDadg te) 
mede Dy) ele De 2) 


Deze vraag, gegeven aan een Junior mathematical class 
der Edinburgsche Universiteit, zal wel door menigen candidaat 
opgelost zijn door beide leden uit te werken. Zulk een 
oplossing is goed, maar niet fraai. De volgende oplossing 
zal daarom wel een hooger cijfer behaald hebben. 


Daar A(A—1)(A-—2)=A?—3A? +2A, is het tweede 
lid te herleiden tot 
@tyto? Badge? Lady) (0d yth20) 
HOND 2 (Wy F2); 
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waardoor dus de gegevene identiteit overgaat in: 


ot dyt dat Blagge dol — 
Bld y? 422 Jay dy2 F0) S 
BML) — Ora el 
waaruit de identiteit blijkt. 


Q. VEYRAT, !Educ. mathématique XV. 1912. 
Question 3473. 


259. Een nieuwe oplossing van een historisch vraagstuk 
(van Lehmus) wordt gegeven door James W. Stewart in 
het Philosophical Magazine, Dec. 1913, bladz. 984. Hij be- 
wijst eerst, dat door een punt P van de bissectrice CO 
van een hoek ACB twee even lange lijnen XY en 4W 
kunnen worden getrokken, maar niet meer dan twee, en 
dat de stukken, waarin die lijnen elkander verdeelen twee 
aan twee gelijk zijn. 


Trek XPY willekeurig en maak / WPC =/ XPO, dan 
is A XPC== A WPC, dus XP == WP, A YPC== A ZPC, dus 
PY = PZ, zoodat XY = WZ, terwijl Z, X, W en Y op een 
cirkelomtrek liggen, en ZX == YW is. 

Het middelpunt Q, moet dus op CO liggen. 

Als MN willekeurig door P getrokken wordt, dan is 
MN<{XY, dus ook RS{XY. Ligt N tusschen Y en Z, 
dan is MN >) XY. Als in A ABC de bissectrices AD en BE 
gelijk zijn, dan is volgens het voorgaande IA —=[B, dus 
ZIBA=4ZIAB, dus £ A=/B. 


Men zie W. T., len jaarg., bladz. 249 en 8en je. bl. 115. 
Behalve de daar vermelde literatuur, zie men ook Lady’s 
and Gentleman’s Diary 1857, bl. 87, 1860, bl. 84; Nouvelles 
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annales de mathématigues 1842, bl. 138, 311 ; London, Edin- 
burgh and Dublin Philosophical Magazine 1852, bl. 366, 1853, 
April, Mei en Juni; 1874, bl. 354; Grunerts Archiv der 
Mathematik und Physik, Bd 16, bl. 358; Z. f. mathem. u. 
natuw. Unterricht 44 Je, Heft 11—12, 1913, bl. 557, 


260. Het stelsel vergelijkingen 
vie ye —an=q? ze ry=r? 
wordt opgelost door de drie vergelijkingen achtereen- 
volgens te vermenigvuldigen met 4, z en «, en daarna op 
te. tellen; dan te vermenigvuldigen met z, # en y, en op 
te tellen. Uit de nieuwe vergelijkingen lost men # en y 
op als functies van z, en substitueert de waarden in een 
der eersten. 
JE r+ — q*h? 
ra perth? En q° + r2— 8hq°r°) i 
Il Pitagore 1912, No. 6—1. 


z 


261. In 1911 verscheen van de hand van Andoyer: 
„Nouvelles tables trigonométriques fondamentales’”’, bevat- 
tende de logarithmen der goniometrische functies in veertien 
decimalen, voor hoeken opklimmende met tien seconden. 

Weldra zal een tafel van sin, tg. en sec. volgen in 
vijftien decimalen. 

De bedoeling van den samensteller is, dat die tafels als 
grondslag kunnen dienen voor andere met minder deci- 
malen. Hij berekent de getallen opnieuw. 

Comptes-rendus 26 Jan. 1914, bladz. 241. 


262. In het Z. f. mathem. u. naturw. Unterr. XLIV, 1913, 
Heft 3 geeft H. Dresler een overzicht van Mathematische 
Lehrmittelsammlungen, insbesondere für höhere Schulen. 
In ongeveer 30 bladz. worden een groot aantal modellen 
en andere hulpmiddelen besproken. 


2653. Algebraïsch vraagstuk. 


Iemand neemt jaarlijks (praenumerando) a gulden van 
zijn kapitaal en zet de rest tegen p °/, op intrest. Als nu 
na » jaar het kapitaal k-maal zoo groot geworden is, wat 
was dit dan aanvankelijk ? 
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Stelt men dit gelijk aan «x, dan heeft men: 


na 1 jaar: e, =r (aL — a) 
na 2 jaar: ®, =r(x, — 4) 
En Li NEE). 
Vermenigvuldigend met 1% 1,1"? r geeft optelling: 
: ker r—alr dr dr) 
0) 
nd-1 
r —r n 
ax ERE er —k), 
n 
dus: en MAL 5 
(r — 1) (r* — k) 
Q. !Educ. Math. XV 1912. Question 3412. 
264. Toepassing van de stelling van Menelaus. 


Op de zijden AB en AC van den rechthoekigen driehoek 
ABC kiest men de punten D en EÉ zoodanig, dat 
| AD.AB=AC? en AE.AC=AB?. 

De projectie van A op BC ligt dan op ge terwijl BE 
evenwijdig met CD zal loopen. 

Q. BEARD. T'he Educ. Times 1918. Question 17306. 


265. Eigenschap van een gelijkzijdigen driehoek. 

Een punt P in het vlak van een gelijkzijdigen driehoek 
ABC projecteert men op de zijden a, b, c in A’, B, C/ 
de som van AB’, BC’ en CA’ is gelijk aan 14 AB. 

Gemakkelijk toont men aan, dat de betrekking juist is 
als P op een der zijden ligt, waaruit dan weder volgen 
kan, dat zij ook gelden moet voor een willekeurig gele- 
gen punt P. 

Q. Bure, Mathesis 1912, Question d' Examen 1589. 


266. Algebraïsch vraagstuk. 
Van welke vier op elkander volgende oneven getallen 
is het product 9009 ? 
Stel het kleinste getal gelijk 2x —3, dan vindt men: 
2a* — bei 1125 ON oft =D 
ij BARISIEN, Mathesis 1912. 
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267. Eigenschap van een omgeschreven vierhoek. 

Als van zulk een vierhoek de diagonalen rechthoekig op 
elkander staan, dan zijn de producten der overstaande 
zijden gelijk. 

Als deze a, c en b, d zijn, dan heeft men: 

ate=bdd eh a? 4e? =b? + d?, 
dus: ac == bd. 
Q. BARISIEN, Mathesis 1912. 


268. _Eigenschap van zwaartelijnen van een driehoek, 

Als in A ABC, waarin a>b)c is, «a, 8, y de scherpe 
hoeken zijn, die de zwaartelijnen met de overstaande 
zijden vormen, dan heeft men : 


cot a —= We PE 
NE 40 ) Wb) 


als O het oppervlak voorstelt. 
Dus: cot £ —= cot a + cot y. 
Q. BARISIEN, Mathesis 1912, Question d'Examen 1596. 


269. Eigenschap van een scheeven vierhoek. 

Op de zijden AB, BC, CD, DA kiest men de punten 
M, N, P, Q zoodanig, dat | 

MA? + NB? + PC? + QD? = MB? + NC? + PD? + QA?. 

De vlakken door deze punten, loodrecht op zijden AB 
enz., gaan door éen punt. 

Q. Mathesis 1912, Question d'Examen 1592. 


210. Een practisch voorstel. 
Voor den boog, welks lengte gelijk is aan den straal, zijn 
verschillende namen in gebruik. 
De Franschen spreken van radian, de Engelschen van 
radiant, wij, op voorslag van V. A. JuLIUS, van radiaal. 
LEMAIRE stelt nu voor, deze eenheid kortweg rad (0) te 
noemen met de onderdeelen decirad (do), centirad (co), mill 
rad (mp). Men zou dus hebben: 
COS == 0,5403023 
sin do — 0,0998354 
sin co — 0,0099995 
GOS me — 0,9999995. 
Q. LEMAIRE, Znterm. 1912, Question 5832. 
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fraag en Antwoord,’ 


2e Antwoord op Vraag 90, bladz. 125. 
In de oplossing op bladz. 190 is ondersteld, dat 
COS 2e 
De volgende oplossing neemt & = (2 cos p). 
Voor de 2e macht van den afstand van eenig punt van 
de kromme tot het punt (0, —1) hebben we: 
f(p) =2eosp + (sinp + 1)? 
Zal die afstand minimum zijn, dan is 


df — 


dor SCO EE 
dus ook: sin p — COS p = SIN p GOS p 
en sin? p COS? p +2 sinpcosp—l=0. 


Hieruit volgt: 
sinwcosp=V2—l of sin?2p=2(WV2—lIj 
or = 2 cosp + cos? p—sin? p —sinp) == 
== 2 (COS Pp + sin p) (COS p —sinp —1) = 
=? (cos pt sin p) (—sin p COS p —1) = —2(cos p-sin p)VZ. 
Er wordt dus werkelijk een maximum gevonden, en wel 
voor p=21° 588 en p —=62° 1/52’, daar cospJ-sinp voor 
deze waarden positief is. | 
Kampen. E. D. J. DE JONGH JR. 


Antwoord op Vraag 91, bladz. 125. Akte Kv, 1909, Diffe- 
rentiaalrekening No. 1. 


Als @, y en u,v de coördinaten van hetzelfde punt zijn, met 
betrekking tot 2 willekeurige rechthoekige assenstelsels, dan geldt 
voor tedere functie z van a en y de vergelijking : 

dz RE Je OE EERE fb ) 
dr. dy? Òady 


du? ' dv? òudv 


le. Z=f(X,Y). Beschouw dit als de vergelijking van 
een of ander oppervlak, en beschouw op dit oppervlak 
een punt P (x,y,z). Vergelijking van de normaal in dit punt: 


&) Den lezer wordt verzocht de vragen 91, 92 en 93 op bladz. 190 en 
191, te nummeren 92, 95 en MA, 
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òz òz = bt 
ò òy 
Is p; de hoek van deze lijn met de Z-as, dan geldt: 
A EE 


VLG + GE) ++ 


De totale kromming van het oppervlak in P is: 
Azen De ) 
dr? dy? eni 
BEAN dee han 
rea Ge 
Gaat men nu over op nieuwe coördinaatassen, verkregen 
door in het XOY-vlak een ander rechthoekig assenstelsel 
aan te nemen, dan blijven z, pz en de totale kromming 
onveranderd. Het is nu gemakkelijk in te zien, dat: 
EE) 
dt dy? òady! -— du? dv? du dv 
Rotterdam. J. A. WERTENBROEK. 


2e. De transformatieformules luiden : 
v=atrCosp—ysino 
u=btaesinp Jy COS p. 
Hieruit leidt men af: 


BE Ver. tek. ò?z d 
rt ei Pp +2 ppp SIP P cos p is zp? COS° 9. 
Wa COS B os 2 EE COS 
òxdy du? End ERD AT AT hd P 
Ee Oe VE 
RDE COS° p —2 Beren pCOSP + ope Sin’ p. 

dz dz dz 
Kl en Th ao 


Men kan het linkerlid der te bewijzen gelijkheid als 
determinant schrijven: 
Ene Pee rsin’p}-2s sin p COS Dies Cos? 7sinp COSPLS COS2p—t COSY SÌ 
dx? ddy En Tee 
dz dz | 


ddy dy? rsinpcospdscos2o—-teospsinp rCos*op— 2s sin p COS p+HESin?p 
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Nn sin p COS p sin cosp | __ 
Rean 4, cosp — sin p COS p “sin oe 
Bs DP 
jee Aes Gend. 
Rotterdam. W. J. GISOLF, 


H. B. FIJNENBERG (Bergen, N.-H.); DR. J. H. VAN DER HARST 
(Den Haag); B. D. J. DE JONGH JR. (Kampen); J. DU SAAR 
(Rotterdam); DR. J. VREESWIJK (Utrecht). 


Antwoord op Vraag 93, bladz. 190. (Zie de noot op bladz. 236.) 
Vermoedelijk is in deze opgave een onjuistheid. In den 

volgenden druk van Czuber komt ze niet meer voor. 
Antwoord op Vraag 94, bladz. 191. (Zie de noot op bladz. 236.) 
Uit (RE) =U(R, 0) HiV(R,6) volgt: 


oUr dM 9 ld 
Rim efRe) 
OU Br OVER 
TEA ee 


Derhalve: E 5 ee En 
ò EÔ 
ot ig SiRF iom) 
waaruit weer volgt, door gelijkstelling van de reëele en _ 
imaginaire stukken: 


òV òV U 
en en RR ° sene (3) 
Herhaalde differentiatie geeft: 
dU 02V ON N 
02 ek OP BPR ART “ARE 


ò2U òU 
TE | RoR t Rope ee 
Ook volgt uit (8): 
dU òV OV LE le 


oRos RNR RN 
waaruit, op dezelfde wijze als boven: 
ò2V òV d2V 
Den Haag. Dr. J. H. VAN DER HARST. 


H. B. FIJNENBERG (Bergen, N-H.); E. D. J. DE JONGH JR. 
(Kampen); DR. J. VREESWIJK (Utrecht). 
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Vraag 95, Gevraagd de oplossing van Kv, 1901, Diffe- 
rentiaalrekening No. 1. 


Het gegeven getal n zoodanig in drie deelen x,y en z te 
verdeelen, dat Fay ttyzd tze maximum of minimum is. 
Te onderzoeken, welke dier twee gevallen aanwezig is. 


Vraag 96. Gevraagd de oplossing van Kv, 1901, Diffe- 
rentiaalrekening No. 3. 


Aantoonen, dat de kromme 
@? —1)= 29 39° 
drie dubbelpunten heeft, en de richtingscoëfficiënten der raak- 
lijnen in een dier punten te bepalen. 
Utrecht. | DR. J. VREESWIJK. 


Gorrespondentie. 


Feuerbach. 


Van het bewijs op bladz. 152 is de kern te vinden in 
Casey’s Sequel, en de uitwerking in M’Clelland, Geometry 
of the Circle. 


Zwaartepunt van een vierhoek. 


U. b. t. No. 257, bladz. 188, kan uitgebreid worden tot 
een octaëöder met snijdende diagonalen. Zij dit ABCODEF, 
en het snijpunt der diagonalen O. Het zwaartepunt van 
een octaëder valt samen met dat van de massa’s 1, 1,1, 1, 1,1 
in A, B, C, D, E, F en —2 in O. Wanneer men uit de 
punten A, C en Dlijnen trekt evenwijdig met de diagonalen 
die niet in die punten uitkomen, en men voltooit de figuur, 
dan ontstaat een parallelopipedum, waarin ACD diagonaal- 
vlak is. Laat Q het nieuwe hoekpunt zijn tegenover O, 
dan snijdt OQ, het vlak ACD in diens zwaartepunt P, 
terwijl OP=4PQ. De massa’s in A, C en D geven een 
massa 3 in P; deze met —2 ir O samengeteld geeft een 
massa l in Q; in B, E en F hebben we nog massa’s 1, dus 
het zwaartepunt valt samen met dat van viervlak BEFQ. 

’s Hertogenbosch. GEEAOLICO ES 


nd 
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Varia. 


De eerste val der Wiskunde. 


Der liebe Gott hatte den Menschen das arithmetische 
Paradies überwiesen und ihnen erlaubt, zu rechnen mit 
welchen Zahlen und wie immer sie wollten, nur das eine 
Gebot gab er ihnen: Durch die Zahl Null sollt ihr nicht 
dividiren. Sie gehorchten eine Weile, aber dann kam die 
Versuchung: sie dividierten durch Null und siehe da, sie 
bekamen Unendlich. Von nun an konnten sie alles bewei- 
sen, Wahres und Falsches. Und so rührt von diesem arith- 
metischen Sündenfall alles Unheil in der Mathematik her. 

Q. Bierzeitung des Berliner mathematischen Vereins. 


Nieuw verschenen werken, 


(Door de Redactie ontvangen.) 


C. D. C. APPELDOORN en S, HEIMEL. Vlakke meet- 
kunde, 1e deel. Gorinchem, F. Duym, 1914. 


F. J. VAES. Scheeve projectie (Stereometrisch teekenen). 
Groningen, Noordhoff, 1914. f 0.80. 


—_——_——_ Logarithmen met vier decimalen. f 0.30. 
LEMAIRE Á „ drie e f 0.25. 


—_—__—_—— Hoofdzaken der Beschrijvende Meetkunde en 
Eigenschappen der Stereometrie. f 0.60. Rotterdam, Boy- 
mans’ Boekhandel, 1914. 


*) Van hollandsche schoolboeken wordt geen recensie gegeven. 


OPLOSSINGEN 


DER 


VRAAGSTUKKEN 


van af No. 242. 


De Oplossingen der Vraagstukken : 
No. 1—9 komen voor in den len jaargang, bladz. 125. 


No. 10-20 „ » n »„ Zen » „ 262, 
No. 20—90 » » » „ den » 
No. 91—145 9 ” 9 D) Den EE) 
No. 146-172 „ ses: foe Len » 
No. 173—206 ’ Dy) DE 2 gen ph) 


No. 206—241 „ hen den 


Opmerkingen omtrent vraagstukken komen voor : 


2en jg, bladz. 143 en 252 betreffend Vrgst. 21, 3en jg., bl. 2. 

Zen ’ ’ 41 ’ ’ 62, EMED, 57. 

gen „ Je 119 (der oplossingen) betreffend Vrgst. 48 
en 63, 3en jg. bladz. 37 en 59. 

Ten jg. bladz. 2 (der oplossingen) betreffend Vrgst. 129, 
ben jg. bladz. 70. 


Oplossingen van Vraagstukken W. T. 10e Jrg. 1 
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249. Men vraagt meetkundig te bewijzen, dat een gelijkzijdig 
viervlak niet door stomphoekige driehoeken begrensd kan worden. 
Dr. N. QUINT. 


Opgelost door H. v. DINTER, MEJ. J. A. ISBRÜCKER, 
Dr. N. Quinr, H. VERSTEEG (2 opl.). 


Oplossing van MrJ. J. A. ISBRÜCKER. 


Is ABCD een gelijkzijdig viervlak, en beschouwt men 
de beide driehoeken, die b.v. de ribbe AC gemeen hebben, 
dan zijn deze driehoeken congruent, en wel zoodanig, dat 
in de punten A en C twee ongelijke ribben der beide 
driehoeken uitkomen. Wentelt men een dezer driehoeken 
om AC, totdat hij met den anderen in een plat vlak is ge- 
legen, en wel aan de andere zijde van AC, dan zal een 
parallelogram ABCD ontstaan. Neemt men aan, dat de 
hoek tegenover AC in elk der driehoeken stomp is, en 
verbindt men nu B met D, dan is deze diagonaal van het 
parallelogram kleiner dan de diagonaal AC. Het is dus 
niet mogelijk de driehoeken zoodanig een hoek te laten 
vormen, dat BD gelijk aan AC wordt, en dus is een gelijk- 
zijdig viervlak, door stomphoekige driehoeken begrensd, 
onmogelijk. 

Oplossing van H. VERSTEEG. 

Uit de gelijkheid der zijvlakken volgt AC == BD, AB = CD, 
AD = BC. 

Was nu Z BAD stomp, dan was hoek ADC het insgelijks. 
Dan was Z CAD + /Z ACD < 900, 

Maar dan was ook, daar / ACD =/ CAB: 

ZCAD + ZCAB { 90°. 

De som dezer hoeken was dan kleiner dan / BAD, en 
daar dit onmogelijk is, kunnen geen stompe hoeken 
voorkomen. 


245. De volgende uitdrukking te zoeken 


zin CDE tT 
Ol 5 DR. J. ROSE. 


Opgelost door H. v. DINTER (2 opl.) en DR. J. ROSE. 
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Oplossing van DR. J. ROSE. 
Men kan die uitdrukking zoo SEN 


=d EA Al AR 
u Vi + VLG) EA! nr) 
Men beschouwt nu den cirkel 
yi sl 
en men verdeelt den straal in „ gelijke deelen. 
u, is dan de som van # rechthoeken, waarvan de basis gelijk 


is aan » en de hoogte de ordinaten van de achtereenvol- 


gende deelingspunten. Indien n oo wordt, nadert u, tot 


i van den cirkel, of anders gezegd lim ui 


Oplossing van H. v. DINTER. 


le. De gevraagde uitdrukking door A voorstellende, 
heeft men achtereenvolgens: 


n= 0 


1 
—_k? Eng 
ll VU kt) dk? 


2e. Men heeft: 


Me Bis BE ae 
Dn En MP, Ben . ad inf 
k=n—l k 2 
A == Lim jl Xx pla=(2) |= 
n= 0 k=l Â 
n—l n—l n—l 
E k? Xe kt > ke 
—l 1 1 ved et ED Bn ee | à 
— Lim en — 5197 Eek ton ad. inf. 
EEL 2 ns LEER shed n° 
en daar de reeks tusschen | | absoluut convergent is, 
mag men schrijven 
n—l 
5 k? 
Kem Te 
n 2 n° 


Bekend is verder de formule: 


on 1 n—1l 1 
P+) 2 207 VERT (pt) kenton 


Dus, daar nl } 
xk 
Lim —0 is, voor U {m—l1, heeft men: 
N= p 
n—l n—l 
Ek? XK? 
PULL ee rn 
zoodat Ae ee Eels ek == AAE 


jad 4 BOEREN BTA aar) 


Dit brengen we in verband met de reeks: 


welke nul tot som heeft, zijnde de ontwikkeling van 
(1 a DE trekken we deze laatste van A af‚ dan komt er: 
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Re 1 4 143 6 
A=g . 3194 . BT 946 . eben ad inf, 
De eerste uitdrukking voor A laat zich schrijven: 
ld Ve 1 1 ba) 1 
in D TE GEZ 7ad inf. 
Dus door optelling : 
„5 eel 3D 1 d 
2A=l dt 5 . zot e Ba 46 . geen ad inf, 
Deze laatste reeks echter wordt verkregen, door in: 
Sin dela sin? 4 


b=sind +4. 3 lerend 5 J-.... ad inf. 
KK 7 4 vs 
g= 5 te nemen, zoodat 2Â = D) of Aj: 


244, Te bewijzen dat de omtrek van den voetpunts-driehoek 


van A ABC gelijk is aan Ee: Dr. J. ROSE. 
Opgelost door Mej. H. v. p. Horsr, Mej. J. A. ISBRÜCKER, 
D. J. KruirBoscH, W. MEIJER, A. OLIVIER, D. POSTMA, 
DR. J. Rose, W. H. SCHMELLING, F. J. VAES, 
H. VERSTEEG. 


Oplossing van DR. J. ROSE. 


Door het theorema van Nagel *) weet men, dat de rechten, 
welke door de hoekpunten van een driehoek en het mid- 
delpunt van den omgeschreven cirkel gaan, loodrecht staan 
op de zijden van zijn voetpunts-driehoek. Bijgevolg, indien 
2p’ de omtrek is van dezen laatsten, is opp. A ABC =p’R. 


Maar A ABC == En dus 2p’ = ZE 


Oplossing van Mej. H. v. D. Horst. 

Zij ADEF de voetpuntsdriehoek van A ABC. Uit F 
laat men loodlijnen neer op de zijden AB en BC, die deze 
in G en H snijden. Verleng FG met een stuk GP = GE, en 
HF met een stuk HQ=HF, en vereenig P met E en Q, 
met D. De AAPEF en QDF zijn geliĳjkbeenig. Nu is 


1) Zie W.T. 3en jg. bladz. 59. 
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LFDH-=/HDQ =/BDE, dus ligt DQ in het verlengde 
van ED; om dezelfde reden ligt ook EP in het verlengde 


B 
q 


Á E C 


van DE. Vereenigt men nu G met H, dan is GH =4 PQ 
=— ll omtrek Le In den rechthoekigen drie- 


BT” 20)? 40° — 
hoek BAF is B&=— *- =iX (5) =S Uit de ge 


lijkvormigheid der AA ABC en GBH volgt: 
GH:b=BG:a, GH SSP, 


de gevonden waarde voor BG, dan vindt men 
40? _ 40° 


Substitueert men hierin 


Neemt men nu in aanmerking, dt Rs 200 dus 40? = 


40° 
a° b? c? __ abc Ri _ abe 
== gpe > dan vindt men GH po, en PQ =2GH S= ope 


Oplossing van W. MEIJER. 


Zijn AD, BE en CF de hoogtelijnen van A ABC, dan is 
A DEF zijn voetpuntsdriehoek. 

Uit de gelijkvormigheid der AAAEF en ABC volgt 
EF : BC = AF: AC, dus EF = BC X me == COS À. 
__Evenzoo is DE =bcosB, en DF =eccosC. Derhalve om-_ 
trek A DEF —=a cos A + bcos B Jc cos C = 


b 
Tranen zn rain B X 2 sin B cos B + 


En xX 2 sin C cos C 


a A 
Rn xX (sin 2 A + sin 2 B + sin 2 C) 


TEN XxX 4sin A sin B sin C 


=— Za sin B sin C 


er b C 


__ abc 
— JR" 

Is de driehoek stomphoekig, b.v. in A, dan valt de zijde 
EF geheel buiten driehoek ABC, terwijl a cos A dan nega- 
tief is. De formule geldt dan ook, als de zijde, die geheel 
buiten A ABC valt, negatief genomen wordt. 

Is de driehoek rechthoekig, b.v. in A, dan vallen de 
punten E en F beide in A, zoodat EF dan =0 wordt, en 


abc 
B. ENE Ar er ZR die 
DE JEF jFD=2AD=2h == sn ZR =gR* 


Oplossing van D. J. KRUIJTBOSCH. 


Uit de gelijkvormigheid der AA ABC, AEF, DBF en DEC 
volgt: DE: AB = CE: BC 
| FE:BC=AF: AC 
FD:AC=BD: AB of 


B c a? J- b? ed 
Ee RE 
Ene bile 0 
En: lk 2500 
Be c? + a? En 0 b? 
EDS a Dg 
(op. 
__ 2a°b? + 2a?e? + 2b2C? —at— bt —et 
DE + FE + FD = ER Dal NE = 
B nr rd ae _ 16s (s—a) (s—b) (SCHE 
2abc 2abc 


_161*_ abe ___abe 
_ 2abe 2a2b2c?  2R2 
16 1? 
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Opmerking. Stel den omtrek van den voetpuntendriehoek 
=—=?s,, den inhoud =lI,, den straal van den ingeschreven 
cirkel =r,, en den inhoud van A HBC=I, dan is: 


le eik 
mn S _abe 
4R? 
(in verband met het hierboven afgeleide) 
Ob _E ofnie RE 
Ere R 


Of in woorden: De inhouden van een driehoek en zijn voet- 
punten-driehoek verhouden zich als de straal van den omgeschre- 
ven cirkel van den eersten, en de straal van den ingeschreven 
cirkel van den tweeden. 

Bij een gelijkzijdigen driehoek blijkt dit onmiddellijk. 


Oplossing van F.J. VAES. !) 


Laat men den scherphoekigen A ABC wentelen om BC 
(fig, 1), daarna om AB, enz. dan is ze na zes wentelingen 
in den stand A,B,C, gekomen, waarbij de zijden dezelfde 
richtingen hebben als eerst. Omdat de zijden van den 
voetpuntsdriehoek telkens gelijke hoeken maken met de 
zijden, komt ac, in het verlengde van ba, c‚b, in het ver- 
lengde van ac,, enz, zoodat van CB tot C,B, de omtrek 
van den voetpuntsdriehoek tweemaal voorkomt, nl. als 
aa, en als a, as. 

Noemt men dien omtrek O, en den afstand van BC en 
B,C, V, dan is 

V =aa, sin / Baa,, of V =20 sin A. 

Maar ook is V =aA;, + Asas + proj. van A, As op aÂ;,, dus 
V== 2h,+2h, sin (2A — 90°) =2h, (l — cos 2A) = 4h, sin? A, 
zoodat 20 sin A =4h, sin? A, waaruit 


LL ANEDN 
Re SR en 


1) Zie »Veelhoeken met minimum omtrek«, 6e Natuur- en Genees- 
kundig Congres, 1897, | 
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Voor een stomphoekigen driehoek ontstaat fig. 2, De 
lezer onderzoeke die. 


245. L en N zijn het punt van Gergonne en het punt van 
Nagel van een driehoek ABC, De rechten AL, BL, CL, AN, 
BN, CN snijden de tegenovergestelde zijden in A‚,B,,C,, A2, 
B, Cs. Te bewijzen : 


LA LB LC _NA NB NO _4R 

LA; “LB, LO NA NB NO 
als Ren r de stralen zijn van den om- en ingeschreven cirkel. 
DR. J. ROSE. 


Opgelost door Mej. H. v. D. HorsT, W. MEIJER, 
W. H. SCHMELLING, DR. J. ROSE. 


Oplossing van DR. J. ROSE. 
Het theorema van Menelaüs geeft 
LAZ CARR B 6 


LL SCO 
dus 
2p==omtrek van | LA CB C,A a (p —a) 
A ABC LA, CA, ' CB p—c’ p—b 


en bijgevolg 
LA LB LC 
LGA, SLB reel i0 
alpa) LAPD) OE EPO abe 
(p—b(p—e) p—a)p—e) (p—alp—b) (p—a)(p—b(p—e) 
_ abcp__4RTp__4Rp _4R 
Tree TTS er Zr 


Men heeft op dezelfde wijze 


NA _CB C,Á_ a pb a 
NA,” CA, ì CB p—b pa p—a 


dus 
NA NB NC _ abc Eos 
NA, ° NB, ° NC,” (p—a(p—b(p—e) 
ARA: LB LG 


je 


Oplossing van W. MEIJER. 


Trekken we evenwijdig aan A,‚A en AA de lijnen CD, 
en CD,, die de verlengden van BB, en van BB, respec- 
tievelijk ontmoeten in D, en D,, dan hebben we: 

LA sÂB8—a4 & ED BO a 
CD, CB, gr GC LA, BA, s—b’ 


LA _ a(s— a) 


Ee LA, G-De 
EBS bleh) 
__Evenzoo ten 
LC _ else) 
is LC, (s—a)(s—b) 
verm. 
LAOTEB ETC abe eN 


LA, ° LB, ' LC,” (s—a(s—b)(s—c) 
NA _AB,_s—e „CD:_BC_ a 
Epen Ops 


UNA TBA lee’ 


NA __ a 
Aus NA, s—a' 


Evenzoo NE 


NA NB NC _ abe (2) 
NA, '.NB, * NO, (s—a)(s—b)(s—e) 


Uit A en (2) volgt: 
| LA LB LC _NA NB NU 
BANE RLC MraN At NBs. NOg 


Verder is 
abc eeN abes _______ bes 
(s—a) (s—b) (s—c)  s(s—a) (s—b) (s—c) 
A 
Ee abend abe. «AR 
EAS PA abe _ r° 
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Dus LA LB LO _NA NB NO _4R 
GA resEB eRLO, — NA ND NO 


246. a) Gegeven 2 rakende cirkels. Op de gemeenschappelijke 
raaklijn als as, en met het raakpunt als top beschrijft men een 
parabool. Bewijs, dat het snijpunt der 2 poollijnen van een 
willekeurig punt der parabool ten aanzien der 2 cirkels, op een 
rechte ligt. 

b) Vervangt men de parabool Herd een rechte, gaande door 
het raakpunt, dan zal het snijpunt der poollijnen van een wil- 
lekeurig punt der rechte ten aanzien der 2 cirkels eveneens op 
een rechte liggen. J. TUMMERS. 


Opgelost door H. v. DINTEr, D. PosrMa, W. H. SCHMEL- 
LING, J. TUMMERS, H. VERSTEEG en J. A. WERTENBROEK. 


Oplossing van J. A. WERTENBROEK. 


Zij O het gemeenschappelijk raakpunt, OR de gemeen- 
schappelijke raaklijn der beide cirkels. 

Daar de poollijnen van een punt P, t.o. z. van een 
bundel cirkels, alle door één punt Q gaan, is het onver- 
schillig, welke twee cirkels van den bundel, die O tot ge- 
meenschappelijk raakpunt hebben, men neemt. Neem nu 
voor den eenen cirkel den cirkel die door P gaat, en 
beschouw O als cirkel met straal nul. Het blijkt dan 
gemakkelijk, dat A POQ, rechth. in O is, en dat PQ door 
OR middendoor gedeeld wordt. 

Nu is, als PA en QB de loodlijnen voorstellen uit P en 
Q, op OR neergelaten, BQ, : OA =0OB: PA of 

LOA 

OB== ON 2p 

als P de parabool met p tot parameter doorloopt, m. a. w. 
het punt Q beweegt zich over een rechte lijn op een af- 
stand 2p evenwijdig aan de centraal getrokken, aan den- 
zelfden kant waar de geg. parabool gelegen is. Voor pun- 
ten in ‘too op de parabool, is de centraal poollijn t. o. z. 
van alle cirkels van den bundel. 

Voor het punt O is de gemeenschappelijke raaklijn neon 
lijn t. o..z. van alle cirkels van den bundel. 

De gevraagde meetkundige plaats bestaat dus uit een 
lijn op een afstand 2p // centraal aan denzelfden kant waar 
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de parabool ligt, de centraal en de gemeenschappelijke 
raaklijn (dubbel geteld, omdat O als 2 samengevallen 
grenspunten van den bundel te beschouwen is). 
Doorloopt P de rechte lijn OP, dan zal Q de rechte lijn 
OQ, Ll OP doorloopen, terwijl met het oog op O de gemeen- 
schappelijke raaklijn tot de meetkundige plaats behoort. 


Opmerking. Men kan bewijzen: Doorloopt P de kegel- 
snede Ax? + By? + Cy=0(t) (de centraal is X-as, de ge- 
meenschappelijke raaklijn is Y-as), dan bestaat de meet- 
kundige plaats uit #? =0 en Be? + Ay? + Cy =0(2), welke 
kegelsnede gelijkvormig is met (1), terwijl de overeen- 
komstige assen loodrecht op elkaar staan. Stelt nu (1) een 
parabool voor, dan ontaardt (2) in de // lijnen y=0 en 


y == S= 2p. 

Ontaardt (1) in 2 rechte lijnen, dan stelt (2) 2 rechte 
lijnen loodrecht op die lijnen voor. 

Het gevondene doet een methode aan de hand voor het 
construeeren van punten eener parabool, waarvan de 
parameter p gegeven is. 


Oplossing van J. TUMMERS. 


a) Zij de parabool y? =?2pa(l) dan kunnen de cirkels 
worden voorgesteld door de vergelijking : #? + 2Ay + y° = 
(2). In deze vergelijking zijn alle cirkels vervat van den 
bundel door de 2 rakende cirkels bepaald. De poollijnen 
van P t. a. de cirkels == a! + A(y +4’) + yy’ —=0(8). Het 
snijpunt S der poolliĳjnen ten aanzien van den bundel is 
blijkens vergelijking (3) het snijpunt der lijnen 

ne + yy =0(4), en yy =0(5). 

Elimineert men derhalve #4’ tusschen (4) en (5), en de 
voorwaarde 4’? =?2pa/, dan zal de m. pl. resulteeren. Men 
vindt y?=0 en &=2p. Voor de volledigheid dient dus, 
de raaklijn zelf als integreerend deel der m. pl. te worden 
opgenomen. 

Opmerking. Uit vergel. (5) kan men onmiddellijk afleiden, 
dat, wanneer P (@’4’) ligt op de rechte y =C, S zal liggen 
op de rechte y =—C, | 
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b) Zij de rechte „kh dan wordt de voorwaarde © = 4 


(6). De eliminatie tusschen (4) (5) en (6) voert 1° tot de 
vergelijking y + ka =0, zijnde een rechte loodrecht op de 
le rechte, en 29. evenals boven tot de vergelijking der 


raaklijn. 
247. Bewijs 
COS Za cos (« + /) COS (a +- y) 
A= | cos(a) cos2/2 cos(B Hy) [—=0 
cos (a Hy) cos (B + y) COS 2y 
en leid hieruit af, voor het geval dat a J- BJ y=, dat 
COS2x —COS Y —CcOS Â 
A2= | —COs y cosS2/ —cos a |=0. 
—COS @ —cCOS a GOS 2y 
J. TUMMERS. 


Opgelost door H. v. DINTER, ANDRé OLIVIER, D. POSTMA, 
W. H. SCHMELLING, J. TUMMERS, H. VERSTEEG 
en J. A. WERTENBROEK. 


Oplossing van J. A. WERTENBROEK. 


A; is gelijk aan het product van de determinanten : 


cosa sina o | cosa —sina p 
Az == | cos2 sing o |\en A,= | cos£ —sin@ q 
cosy siny o | COSY —siny r 


en daar A;==0, zal ook de gegeven determinant nul zijn. 


Voor a d-24- y=, is COS (a + @) = — COS y, 
COS (a J- y) =— COS Â 5 COS (B H- y) = — COS a, 
en gaat dus A, in A, over. 


Opmerking. Op soortgelijke wijze kan bewezen worden: 


1 cos(B—a) cos(y—a) 1 cosC cos B 
A; =| cos(a—f8) 1 cos(y—8) |=0; As=| cOSC 1 cos A |= 0, 


GOS (a—y) COS (B —y) 1 Ks cosB cos Â 1 
als A +-B+C=0. | 
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sin 2x sin(a +2) sin(a + y) 
A3=| sin (« + /) sin 26 sin (B + y) 
sin(a + y) sin(@ +) sin 2y 
sin2a siny sing 
A‚=|siny sin2 sina |—=0, alsa d 24 y=ar 
sin@ sina sin2y 
| 0 sin(a —8) sin(a —y) 
As=| sin(@—«) 0 sin(£—y) |=0;5 
sin (y—a) sin (y—/) 0 
0 sinC —sin B 
As=| —sinC 0 sinA |=0, als A4B4C=0 
sinB —sin A 0 


enz. 
248. an 
CU par WU (dart — y= Artcosar el” 
J. J. WESTENDORP. 


Opgelost door MEJ. J. BLEEKER, DR. J. ROSE, DR. WERNDLY, 
J. J. C. WESTENDORP. 


Oplossing van DR. WERNDLY. 
Stel het en lid er en splits den sten, 
arten Gn 
in twee factoren, 


d 1 : d 1 
ear LL en det gp 


Voer in: 


Cn he 


dan is 


Uit deze twee PE y, elimineerende, vindt men 


Yo =E HW ® 


Substitueer nu in de gegeven diff. verg. 


ur —L 
YER „2. 
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Het resultaat daarvan is een diff. verg, die onmiddellijk 
term voor term éénmaal te integreeren is, en voert tot de 
OE diff. verg. der eerste orde: 

Ki rl —2i) 
Lien Haan + A, 


waaruit gemakkelijk oe 


_ dar Ere en | ' Pd pi 
an If Bat gallon TCE | 


of 5a?y Va = A cos ax + B sin ax He“ “(cos ax + 2 sin ax). 


249. Te integreeren de differentiaalvergelijking 
ENE p O0 
dx? dx 
als Pen Q functies van x zijn, die voldoen aan 
aPq Hin en En, 


J. J. WESTENDORP. 


Opgelost door Mej. J. BLEEKER, DR. L. U. H. C. WERNDLY 
en J. J. C. WESTENDORP. 


Oplossing van DR. WERNDLY. 
Na eliminatie van P ontstaat 


dy 1 dQ B 
de? 2Q° dn „TQ Eni 


Vermenigvuldig met Q *, en neem als onafhankelijk 
veranderlijke, in plaats van «. 


EL 
zat [ Q° da. 
Zoo ontstaat de a vergelijking : 
5 ity= 0, 


waaruit volgt: 
y=Äcosz-Bsinz of 


y=Acosf Q* de + B sin | Q* ac 


MI 


250. Bepaal de waarde van 


gel Kaps 
[aw N Jee. RoT 
0 

J. J. WESTENDORP. 


Opgelost door Mej. J. BLEEKER, DR. L. U. H. C. WERNDLY 
en J. J. C. WESTENDORP. 


Oplossing van J. J. C. WESTENDORP. 
Deze integraal is een Eulersche integraal van de eerste 


soort, die men voorstelt door 
BEH el). 
Nu is | 
bell Ee el 
B (+1, ti) € He 5 ) 
en) 


en daar : : ï 
Blest G) 
wordt 
1 1 ik 1 —Ì 
Lenn) 
Voor n )1 is 
ij —1 
rd Gr (5 E: B 
sin 
zoodat 
Te ier _Ì 
| ='a— ) Ge En. 
n sin 


Voor-n=6: 
| hee a | 
| 2e) de (K‚ 1906) 
0 
Oplossingen van Vraagstukken W, T, 40e Jg. 


Cl 
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251. In een ellipsoide drie gelijke toegevoegde middellijnen 
aan te wijzen, die eenzelfden hoek met elkander maken. 
Eigenschappen van de bijbehoorende doorsneden. 
C. A. CIKOT. 
Opgelost door C. A. CIKOT. | 
Oplossing van C. A. CIKOT, 


Als de halve assen van de ellipsoïde a. b en c zijn, dan 
is de lengte van een der gelijke toegevoegde middellijnen : 


ZEE 


Stel den hoek, dien de assen 2 aan 2 met elkander maken 
=d, dan vindt men door toepassing van de eigenschap, 
dat in de parallelopipeda op de toegevoegde middellijnen 
de som van de kwadraten der diagonaalvlakken constant is: 

Sind BETE L/3 (a? b? Se Ne ei a° Ch 

De drie doorsneden zijn congruent, hunne grootte = 
doorsneê van de ellipsotde met een vlak, evenwijdig met het 
vlak, dat door de uiteinden van een stel halve assen gaat. 


252. Uit een punt trekt men lijnen naar punten van een 
zelfde vlak, en brengt in het snijpunt vlakken aan, loodrecht op 
die lijnen. Gevraagd het oppervlak, dat deze vlakken omhult. 

C. A: CEKOEG 


Opgelost door Mej. J. BLEEKER, C. A. CiKOT, FE, J. VAES 
en J. Á. WERTENBROEK. 


Oplossing van Mej. J. BLEEKER. 


Men beschouwt het gegeven vlak als het XOY-vlak van 
het coördinatenstelsel, dat tot oorsprong heeft het voetpunt 
O der loodlijn uit het gegeven punt op het vlak neerge- 
laten. De loodlijú zelf beschouwt men als de Z-as, en twee 
onderling loodrechte rechten door O, gelegen in het XOY 
vlak, als X-as en Y-as. 

De coördinaten van het gegeven punt zijn dan @ =0, 
p= 0e ; 

De vergelijkingen van alle lijnen, gaande door dat punt 


ET NE 
zijn == 7 = jj » waarin p en q willekeurige parameters 
zijn. 
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De coördinaten van het snijpunt van zoo'’n lijn met het 
XOY-vlak zijn X =— ap, Y =— ag, 4 =0. Het vlak gaande 
door dit punt, en loodrecht staande op de lijn, heeft tot 
vergelijking : | 

F (wyz) =p (X Hap) +q(Y +aqg) H+ Z=0, 

Dit vlak is afhankelijk van twee willekeurige parame- 
ters p en g. 

De omhullende van dit vlak wordt bepaald door de drie 
vergelijkingen 


F (ayz) =p (X + ap) +q(Y Hag) +Z=0 
F, == Xapp 0 
P‚ rig 0. 


Elimineert men uit deze drie vergelijkingen p en q, zoo 
verkrijgt men als vergelijking der omhullende 
XY? —4a=0. 
Deze vergelijking stelt een omwentelingsparaboloïde 
voor, die OZ tot omwentelingsas heeft, en waarvan de top 
gelegen is in den oorsprong van het coördinaatstelsel, 


Oplossing van F.J. VAES. 


Het oppervlak is een omwentelingsoppervlak, waarvan 
de beschrijvende lijn ligt in een vlak door het punt lood- 
recht op het gegeven vlak aangebracht. Stelt men de 
vraag als volgt: van een rechten hoek beweegt het hoekpunt 
d op een rechte lijn AB, terwijl een der beenen door een vast 
punt P gaat; welke kromme omhult het andere been AC?, dan 
vindt men het oogenblikkelijk draaïingsmiddelpunt Q, door 
AQ | AB, en PQ | PA te trekken, terwijl men het raak- 
punt C van AC met de omhullende, vindt, door QC | AC 
te trekken. Omdat APQC een rechthoek is, zal / PCA = 
ZQAC zijn, d. w. z. de raaklijn CA maakt gelijke hoeken 
met den voerstraal PC, en met de richting AQ. 

De kromme is dus een parabool / QAC. 


253. De beschrijvende lijnen van een tweedengraadskegel kan 
men zóó groepeeren 4 aan 4, dat er gelijkzijdige viervlakken- 
hoeken ontstaan. Men vraagt te bewijzen, dat de zijden een om- 
wentelingskegel omhullen, en verder de viervlakkenhoeken aan 
te wijzen, waarin de zijden maximum of minimum zijn. 

CAR CIKOT: 
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Opgelost door C. A, CIKOT. 
Oplossing van C. A. CIKOT, 


In een geliĳjkzijdigen viervlakkenhoek deelen de diago- 
naal-vlakken elkander middendoor, en omgekeerd. Snijden 
we den kegel volgens een vlak loodrecht op deinwendige 
as, dan is de doorsnede een ellips of een hyperbool (mocht 
de doorsneê een parabool zijn, dan is het vraagstuk onmo- 
gelijk); in die lijnen kunnen we ruiten beschrijven; de 
lijnen, die den kegeltop met de hoekpunten daarvan ver- 
binden, zijn de ribben van een geliĳjkzijdigen viervlakken- 
hoek. Nu is ’t een bekende eigenschap, dat ruiten in een 
kegelsnede beschreven, een concentrischen cirkel omhullen, 
derhalve omhullen de zijden van de hoeken een cirkelkegel. 

Het punt, waarin een ruitzijde geraakt wordt, verdeelt 
die zijde in twee stukken, waarvan het product constant 
is; derhalve verdeelen de ribben van aanraking de zijden 
van de viervlakkenhoeken in stukken zóó, dat het product 
van hun tangenten constant is; de som van die stukken 
is dus minimum als die stukken gelijk zijn ; de doorgangs- 
punten van de ribben met het grondvlak zijn dan de 
hoekpunten van het ingeschreven vierkant. Voor den 
maximum viervlakkenhoek zijn die punten de toppen van 
de ellips, als de doorsnede een ellips is; is deze een 
hyperbool, dan is er geen eigenlijk maximum. 


254. Bepaal de meetkundige plaats der brandpunten in 
doorsneden van een wig van Wallis met vlakken evenwijdig aan 
het grondvlak. C. A. CiKoOT. 


Opgelost door C. A. Cikor, F. J. VAES en 
J. A. WERTENBROEK. 


Oplossing van C. A. CIKOT. 


Daar het vlak door den rug aangebracht loodrecht op 
het grondvlak een vlak van symetrie is, bevat dit vlak 
-de meetkundige plaats. In dat vlak nemen we het assen- 
stelsel aan, met den rug als x-as, en zijn midden als oor- 
sprong; een doorsnede op een afstand y van den rug heeft 


tot halve assen: r (halven rug) en 1. de halve brand- 
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punts-afstand is dus: zh? — y’). De coördinaten van 
één brandpunt zijn dus: za — y?) en y. 
Dit geeft voor de vergelijking : 

re le. 

r2 ag TORE E 
d. ji, een ellips, waarvan de eene as samenvalt met den 
rug; de hoogte is de helft van de andere as. De tweede 
helft van de ellips behoort bij de verlenging van de wig 
door den rug henen. 

Wordt de wig over het cirkelvormig ERGEN voort- 
gezet dan wordt y ) h, en de assen van de doorsnede ver- 
wisselen. Het vlak door de hoogte gebracht loodrecht op 
den rug wordt nu het vlak, waarin de brandpunten liggen, 
hun meetkundige plaats is de hyperbool: 

2 z2 
0 en rz == Ee 

Is h—=r, dan gaat de ellips over in een cirkel ; de hyper- 

bool wordt gelijkzijdig. 


255. Bepaal de gemiddelde van al die doorsneden. 
C. A. CIKOT. 


Opgelost door C. A. CikoT, F. J. VAES en 
J. A. WERTENBROEK. 


Oplossing van C. A. CIKOT. 


De doorsneden zijn ellipsen, waarvan ééne as = den 
rug is; de andere assen, die dus de grootte van de door- 
sneden bepalen, zijn lijnen in een driehoek, evenwijdig met 
de basis getrokken; de gemiddelde van die lijnen is de 
midden-parallel, derhalve is de gemiddelde doorsneê de 
middendoorsnede. 


256. Als men in twee willekeurig gelegen cirkels (M) en (N) 
twee stralen MA en NB trekt, die elkander, zoo noodig verlengd, 
in P snijden, terwijl de rechte AB de verbindingslijn MN in 
C snijdt, dan snijden de cirkels (APB), (MAC), (NBC), en de 
geliĳjkvormigheidscirkel van (M) en (N) elkander in één punt. 

J. V. D. GRIEND JR. 
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Opgelost door Mej. J. BLEEKER, J. Vv. D. GRIEND JR. en 
J. A. WERTENBROEK. 


Oplossing van J. A. WERTENBROEK. 


De lijnen MC, CA, AP en PN vormen een volledige 
vierzijde, en dus gaan de omgeschreven cirkels van de 4 
AA, gevormd door die lijnen, door één punt Q. Derhalve 
ZAQB==/APB, en /MQN =/Z MPN, en dus ook / AQM 
—=4/BQN. Verder / PMQ=/ZQNP. Dus A AMQ — A BNQ, 
zoodat: QM:QN=AM:BN; Q is dus een punt van den 
gelijkvormigheidscirkel van (M) en (N). 

Opmerking. Behalve de in de opgave genoemde cirkels 
gaat ook cirkel (PMN) door het bedoelde punt. 


251. Als men op de verbindingslijn AB van twee vaste 
punten A en B van twee cirkels (M) en (N), en op de ver- 
bindingslijn MN hunner middelpunten, twee willekeurige gelijk- 
vormige driehoeken ABC en MNM, beschrijft, dan gaan de 


gelijkvormigheidscirkels van den cirkel (MU, ), met M, als mid- 
delpunt en M‚C als straal, en (M),‚ en van (ML) en (N), door 
een vast punt. J. Vv. D. GRIEND JR. 


Opgelost door J. v. D. GRIEND JR. 
Oplossing van J. Vv. D. GRIEND JR. 
Bepalen wij als in vraagstuk 256 het gelijkvormigheidspunt 
S van de stralen MA en NB, dan is dit tevens het gelijkvormig- 
heidspunt van de rechten AB en MN. Van deze gelijkvormige 
systemen maken de punten C en M_ als overeenkomstige 
punten deel uit; dus ASM, M-—v A SCA,en SM :SM=M.C: MA. 
Deze evenredigheid bewijst, dat het vaste punt S op den 
gelijkvormigheidscirkel van (M) en (M‚) ligt. 
Eveneens voor (M‚) en (N). 


258. De omhullende te bepalen van een cirkel, waarvan het 
middelpunt een gegeven cirkel doorloopt, en waarvan de straal 
evenredig is met den afstand van zijn middelpunt tot een vast 
punt van den cirkel. J. Vv. D. GRIEND JR. 


Pen door Mej. J. BLEEKER, J. Vv. D. GRIEND JR. en 
J. À. WERTENBROEK. 
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Oplossing van J. v. D. GRIEND JR. 


Zij (M) (Fig. 1) de eirkel, die door het middelpunt van 
den veranderlijken cirkel (N) doorloopen wordt. O het 
vaste punt van (M), C = en de standvastige verhouding 
van den straal van (N) 
tot den afstand NO, 
Het inwendige gelijk- 
vormigheidspunt van 
(N) en zijn onmiddel- 
lijk volgenden stand 
is N; het uitwendige 
gelijkvormigheidspunt 
moet op de verbin- 
dingslijn der middel- 
punten, d.i, de raak- 
lijn NS aan (M) liggen; 
de gelijkvormigheids- 

Fig. 1. cirkel van beide stan- 
den moet door O gaan, omdat de afstanden van O tot de 
middelpunten zich verhouden als de stralen. Deze drie ge- 
gevens bepalen het uitwendige gelijkvormigheidspunt S (OS 
| NO), en den gelijkvormigheidscirkel (Q). Daar de ge- 
lijkvormigheidsecirkel door de snijpunten der opeenvolgende 
standen gaat, bepaalt hij op cirkel (N) de raakpunten P 
en P/ met de omhullende. Zij nu OA de middellijn van (M) 
door O; construeer A OPB — A ONA, dan is ook A ONP 
cv A OAB. Daar dus ZONP=/0AB, snijden de rechten 
NP en AB elkander in C op cirkel (M) ; daarbij is / C =Z AON 
—/ CPO, dus CB // OP, d. í, | PB. Verder is 

NP \ 

AB = 9 XxX AO=CX AO, 
dus constant; PB is dus raaklijn aan een standvastigen 
cirkel (A). Het beschrijvende punt P der omhullende wordt 
dus opgeleverd als snijpunt van twee raaklijnen, een (PB) 
aan cirkel (A), een (PO) door het punt O (als cirkel met 
een straal —=0), die met elkander een constanten hoek BPO 
— 90° maken. Gelijk bekend, is dan de beschreven kromme 
een limacon van Pascal, met (M) als voortbrengenden 
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cirkel, die. O tot eventueel - dubbelpunt heeft (voor 


C= A { Ien waarbij de constante lengte=AB=CXAO is. 


Tweede oplossing van J. Vv. D. GRIEND JR. 


De theorie der snelheidsassen geeft insgelijks een een- 
voudige en directe oplossing. Daarbij bepalen we niet de 
omhullende van de cirkels (N), maar de omhullende van 
de banen, door elk der punten van (N) beschreven. Dat 
deze vervanging geoorloofd is, is wel onmiddellijk duidelijk: 
wanneer nl. P en P’ opvolgende standen zijn van een 
punt P van (N), en Q en Q/ van het onmiddellijk op P 
volgende punt van (N), en PP’ en QQ’ vallen in eenzelfde 
rechte, dan vallen ook PQ en P’Q/ in dezelfde rechte, 
d. w. z. de beschrijvende punten en de raaklijnen van 
beide omhullenden komen overeen. 

Nemen wij nu M (Fig. 2) als snelheidscentrum voor N, 
dan is MO de snelheidsas van 
NO, het punt é van NO (Tt // NM) 
snelheidscentrum van het uit- 
einde T van den straal NT langs 
ZN, NO (want NTO blijft gedurende 
de geheele beweging een gelijk- 
vormig systeem), dus cirkel (Mé) 
snelheidscirkel voor (N). Daar té 
gedurende de geheele beweging 
een vast punt blijft (Mt =C. MO), 
zijn alle snelheidscentra van de 
punten U van (N) vaste punten 
u van (Mé), d.i. alle punten van(N) 
beschrijven cirkels met bepaalde middelpunten (op (M#)), en 
van deze cirkels moet de omhullende bepaald worden. Al 
deze cirkels gaan door O, omdat in O de cirkel (N) geredu- 
ceerd is tot een punt; een van de snijpunten van bijv. cirkel 
(Vu) met zijn volgenden stand is dus O; de verbindings- 
lijn OH der snijpunten is loodrecht op de verbindingslijn 
der middelpunten, d. í. op de raaklijn uD van (Mt); het 
andere snijpunt (raakpunt met de omhullende) wordt dus 
gevonden door, op OF | uD,DH=DO0 te nemen. Trekt 
men de raaklijn GE aan (Mt) evenwijdig aan uD, dan zal 


F 


Fig. 2. 
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men gemakkelijk inzien, dat HF =DE == Gu=C. AO = 
constant. De meetkundige plaats van H is dus een limacon 
met (M) als voortbrengenden cirkel, O als eventueel dub- 
belpunt, CAO als constante lengte, evenals boven. 


Oplossing van J. A. WERTENBROEK. 


Neem het gegeven punt P tot pool, en de middellijn MP 
van den gegeven cirkel (M) tot poolas. Is dan « het argu- 
ment van het middelpunt van den veranderlijken cirkel 
(N), en „ de evenredigheidsfactor, dan is: NP =2a cos a, 
en dus de straal van (N)=2anecosa. (N) kan in poolcoör- 
dinaten voorgesteld worden door: 

An? a? cos? a=4a? cos? a Hv? — 4va cos a COS (9 — 6), 
‘waarvoor geschreven kan worden: 
v2—4av cos? x cos 4—4 av cos a sin B sin 4—4a? (n?—1) cos a—0. 

Na deeling door cos? «: 

v? sec? a —4aveos—4avtgesin 4 —4a? (n? —1)=0 
of v? tg? a-——4avtgasind + v? —4avecos 4— 4a? (n° —1=0. 

Voor 2 gelijke wortels tga is noodig: 

Aa? v? sin? G=v? fv? —4aveos 4 —4a? (n? —1) 
of v? — 4avecos 6 —4a? n° +4a? cos? 4—=0, 
waaruit : v —= a (cos 4 + 2n), 
zijnde de vergelijking van de omhullende. Deze is dus de 
limacon van Pascal, welke ontstaat door de voerstralen 
van de punten van den cirkel (M) met een stuk Zan te 
verlengen en te verkorten. 


259. Bi welke kromme lijnen is de afstand van den pool 
tot een raaklijn de helft van de lengte der raaklijn ? 
Dr. J. ROSE. 


Opgelost door Mej. J. BLEEKER en DR. J. ROSE. 
Oplossing van Mej. J. BLEEKER. 


Noem de poolcoördinaten van het punt M der gevraagde 
kromme en 6, de hoek, dien de lijn uit den oorsprong 
getrokken naar M, maakt met de raaklijn in M u. 

De raaklijn MT, d. w.z. het stuk der raaklijn begrepen 


tusschen punt M en de rechte OT, loodrecht op OM, heeft 
da 
tok lengte UI — 4- cos U° 
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De afstand l van den oorsprong tot de raaklijn is 
j l=rsinu. 
Nu is gegeven 2/= UT 


derhalve 2r sin u = + 
COS U 


of 2 sin u COS u == + Ì. 
Zooals bekend is, is tg u =r Ze 
waaruit volgt 


: 2r dr dô 
2 sin u COS u == ard El 
of dr—rdô=0, en dr rde =0. 


Deze vergelijkingen integreerende, krijgt men als ver- 
gelijking de gevraagde krommen 


ee en n= EN 


Deze vergelijkingen stellen logarithmische spiralen voor, 
die invers t. o. van elkander zijn. 


260. De bissectrice van de assen OX en OY snijdt in R de 
normaal in een punt M van een kromme lijn (C). Bepaal de 
vergelijking van (C), als RM evenlang is als de raaklijn in M. 

DR. J. ROSE. 
Opgelost door Mej. J. BLEEKER en DR. J. ROSE. 


Oplossing van Mej. J. BLEEKER. 
De vergelijking der raaklijn in een punt M (x, y) van 
een kromme is Y—y= 4 (Xx). 
De raaklijn MT, dat is het stuk der raaklijn tusschen 
het punt M en de X-as, heeft tot lengte 
eN y 2 E T 11 en dy 
URS 5 (14-p?)*, waarbij ps 
De vergelijking der normaal in het punt M is 
1 
Y—-y=—- (Xr). 
y ok ) 


Deze normaal snijdt de bissectrice van de assen OX en 
OY in het punt R,‚ dat tot coördinaten heeft 


Hieruit volgt lengte 
yer 5 
WI roe 1, Sm 


Nu is gegeven, dat MR gelijk moet zijn aan MT, derhalve 
moet 


yet 9 D? AR 2 Dr? 
nk ud 
Pr OE 


Hieruit volgt dat er twee soorten krommen zijn, die aan 
de vraag voldoen. 

De eerste soort heeft tot differentiaal vergelijking 
px ty=0. 

Deze vergelijking integreerende, vindt men als alge- 
meene vergelijking dier krommen yr =C; deze vergelijking 
stelt een bundel gelijkzijdige hyperbolen voor, die de X-as 
en de Y-as tot asymtoten heeft. 

De tweede soort heeft tot differentiaal vergelijking 


py —pe + py Jd y=0. 


ee dv 2v? 
Stel nu El dan wordt deze vergelijking « Sr 
Deze laatste vergelijking integreerende, krijgt men de 


L 


algemeene vergelijking dier krommen y= Ce 2, 


261. De normaal in een punt M eener kromme lijn (C) 
snijdt de as OX in N ; de raaklijn in M snijdt de as OY in T. 
Voor welke krommen is de hoek «a van NT met OM constant ? 

DR. J. ROSE. 


Opgelost door Mej. J. BLEEKER en DR. J. ROSE. 


Oplossing van Mej. J. BLEEKER. 


De vergelijking der normaal in een punt M (x, y) eener 


krommeis Y —y=— 5 (X—x), waarbij p 4 8 
Het snijpunt N van de normaal met de X-as heeft tot 


coördinaten X =pytr, Y=0, 
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De vergelijking der raaklijn is Y —y=p(X-—g). 

Het snijpunt T van die raaklijn met de Y-as heeft tot 
coördinaten X =0, Y=y— px. 

De vergelijking der lijn, gaande door de punten N en T is 


Ee te 
py POUR 


_De richtingscoöfficient dier lijn is 224. 
Pyt 
De richtingscoëfficient van OM is 2, l 


De tg. van den hoek a, dien OM maakt met NT is derhalve 
pw? —y?)— Zy 

Bird Pr 

Nu is gegeven, dat hoek a« constant moet zijn ; hieruit volgt 

AE, UIEN 
—y + 2pxy 

Bovenstaande vergelijking is de differentiaal vergelijking 

der gevraagde krommen. Ze kan gemakkelijk geïntegreerd 


worden door et =v te stellen. 


tga= 


Men krijgt dan tot vergelijking 


de __ 1—v?—2av 


er (af) 7) 9 


gele ee 


waaruit volgt 


of By —a Cr Cy=0. 
De gevraagde krommen zijn dus cirkels. 


262. De bissectrice van de assen OX en OY snijdt in R de 
normaal in een punt M van een kromme lijn (C). De raaklijn 
in M snijdt OX in T. Voor welke krommen is RS X OT = OP 
XxX MP, als RS en MP de ordinaten van R en M zijn ? 

DR. J. ROSE. 


Opgelost door Mej. J. BLEEKER en DR. J. ROSE. 


29 


Oplossing van Mej. J. BLEEKER. 


Noem de coördinaten van het punt M x en g. 
De algemeene vergelijking der raaklijn in M aan de 


kromme door M is Y—y=p(X—«), waarbij p= ae 


Deze raaklijn snijdt de as OX in het punt T, dat tot 
coördinaten heeft X = « — 5 ‚ Y=0. 

De normaal in het punt M heeft tot algemeene vergelij- 
king Y-y=, (X— a); deze snijdt de bissectrice van 


de assen Ox en OY in het punt R, waarvan de coördinaten zijn 
yet tPy jn LADY 
perst am 
Nu is gegeven, dat de kromme zoo moet zijn, dat 
RS Xx OT = OP X MP; hierbij zijn RS en MP ordinaten van 


R en M, derhalve moet 


De differentiaalvergelijking der gevraagde kromme is 
derhalve p (@? — wy —y°) = xy. 
Deze vergelijking kan gemakkelijk geïntegreerd worden 


door =—=v te stellen. 


__We vinden dan als algemeene vergelijking der gevraagde 
% 


kromme C («+ y)=y? e”. 


263. a) Ken cirkel te beschrijven, die door 2 gegeven punten 
gaat, en a) een gegeven cirkel rechthoekig snijdt, b) een gegeven 
cirkel in diametrale punten snijdt. 
J. Â. WERTENBROEK. 
Opgelost door J. A. WERTENBROEK. 


Iste Oplossing van J. A. WERTENBROEK. 
_ a) Men bepaalt de machtlijn van een der gegeven pun- 
ten en den gegeven cirkel. Dit doet men door een hulp- 
cirkel te beschrijven, gaande door dat punt en den cirkel 
snijdende. Het snijpunt van de snijlijn van beide cirkels 
met de raaklijn in ’t gegeven punt aan den hulpcirkel, 
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levert dan een punt van de machtlijn van punt en cirkel. 
Het snijpunt van deze machtlijn met de lijn, welke de ver- 
bindingslijn van de beide gegeven punten loodrecht midden- 
door deelt, is het middelpunt van den gevraagden cirkel. 

b) Men bepaalt eerst de machtlijn van een der gegeven 
punten en den gegeven cirkel, waarna door verwisseling 
der stukken, waarin de verbindingslijn van middelpunt en 
gegeven punt door die machtlijn verdeeld wordt, een lijn 
gevonden wordt, waarop het middelpunt van den ge- 
vraagden cirkel moet liggen. Deze cirkel is nu verder 
gemakkelijk te construeeren. 


2de Oplossing van J. A. WERTENBROEK. 


a) Men trekt de lijn gaande door een der gegeven pun- 
ten en het middelpunt van den gegeven cirkel. Door ge- 
bruik te maken van de bekende eigenschap: als 2 cirkels 
elkander rechthoekig snijden, wordt elke middellijn van den 
eenen cirkel harmonisch gesneden door den anderen cirkel 
en omgekeerd, kan men nog een 3e punt van den ge- 
vraagden cirkel construeeren. 

b) Ook in dit geval trekt men door een der gegeven 
punten en het middelpunt van den gegeven cirkel een 
lijn, en bepaalt op die lijn een 3e punt van den gevraag- 
den cirkel. Men bepaalt daartoe eerst het 4e harmonische 
punt tot het gegeven punt, en de snijpunten van de ge- 
trokken lijn met den cirkel, waarbij deze snijpunten ver-_ 
wante punten zijn. Daarna moet men op de getrokken lijn 
het punt nemen symmetrisch met het gevonden punt t. 0. 
z. van het middelpunt van den cirkel 


3de Oplossing van J. A. WERTENBROEK. 


a) Men kan ook als volgt te werk gaan. Noem de ge- 
geven punten P en Q. Richt nu in een dezer punten, bijv. 
P, een loodlijn op PQ op. Beschrijf vervolgens een wille- 
keurigen cirkel, gaande door Q, en waarvan het middel- 
punt op de verbindingslijn van P en Q ligt, terwijl hij die 
verbindingslijn verder nog in R, en de getrokken loodlijn 
in S snijdt, en zóó gekozen is, dat de cirkel uit R als 
middelpunt met RS tot straal beschreven, den gegeven cirkel 
snijdt, De gevraagde cirkel zal cirkel RS loodrecht moeten 
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snijden, daar hij behoort tot den bundel, die P en Q tot grens- 
punten heeft. Construeert men nu.nog een Zen cirkel RS’, 
dan vindt men dus het middelpunt van den gevraagden cirkel 
als machtpunt van den gegeven cirkelen de beide hulpcirkels. 


264. A) Een cirkel te beschrijven, die door een gegeven punt 
gaat, een gegeven lijn raakt, en a) een gegeven cirkel rechthoe- 
kig snijdt; b) een gegeven cirkel in diametrale punten snijdt. 

B) Een cirkel te beschrijven, die 2 gegeven lijnen raakt, en a) 
een gegeven cirkel rechthoekig snijdt; b) een gegeven cirkel in 
diametrale punten snijdt. J. A. WERTENBROEK. 


Opgelost door J. A. WERTENBROEK. 


Oplossing van J. A. WERTENBROEK. 

A. a) Door gebruik te maken van de eigenschap: Als 2 
cirkels elkander rechthoekig snijden, wordt elke middellijn 
van den eenen cirkel, harmonisch gesneden door den 
anderen cirkel en omgekeerd, vindt men, nadat men door 
het gegeven punt en het middelpunt van den gegeven 
cirkel een lijn getrokken heeft, op die lijn nog een 2e 
punt van den gevraagden cirkel. 

b) Ook in dit geval trekt men door het gegeven punt en 
het middelpunt van den gegeven cirkel een lijn, en be- 
paalt op die lijn een 2e punt van den gevraagden cirkel. 
Men bepaalt daartoe eerst het 4e harmonische punt tot het 
gegeven punt en de snijpunten van de getrokken lijn met 
den cirkel, waarbij deze snijpunten verwante punten zijn, 
Daarna neemt men op de getrokken lijn het punt sym- 
metrisch met het gevonden punt t. o. z. van het middel- 
punt van den cirkel. 

B. Door op te merken, dat het middelpunt van den ge- 
vraagden cirkel moet liggen op een der bissectrices van 
den Z/, dien de 2 gegeven lijnen met elkander vormen, is dit 
vraagstuk tot de vraagstukken 138 en 205a teruggebracht, 
(ben jg. bladz. 94, en Sen jg, bladz. 60). 


265. Ken cirkel te beschrijven, die door een gegeven punt 
gaat, een gegeven cirkel raakt, en a) een anderen gegeven cirkel 
rechthoekig snijdt; b) een anderen gegeven cirkel in diametrale 
punten snijdt. J. A. WERTENBROEK, 


Opgelost door J. A. WERTENBROEK. 
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Iste Oplossing van J. A. WERTENBROEK. 


‚Daar in beide gevallen gemakkelijk een lijn te bepalen is, 
waarop het middelpunt van den gevraagden cirkel moet 
liggen, kan dit vraagstuk tot een voorgaand teruggebracht 
worden. 
| 2de Oplossing. 

Men trekt in beide gevallen door het gegeven punt en 
het middelpunt van den Zen gegeven cirkel een lijn. Op 
de wijze in vorige vraagstukken reeds aangegeven, is 
hierop gemakkelijk een 2e punt van den gevraagden 
cirkel te bepalen. Het vraagstuk is dan tot een bekend 
vraagstuk teruggebracht. 


266. De meetkundige plaats van de derde ribbe in drievlak- 
kenhoeken, waarvan één zijde in ligging en grootte onveranderd 
blijft, en waarin de tangenten der andere zijden een bepaalde 
verhouding hebben, is een tweedegraadskegel. _C. A. CIKOT. 


Opgelost door C, A. CikoOT en W. G. v. D. MEER. 


Oplossing van C. A. CIKOT. 


Men kan deze stelling bewijzen: „het vlak, dat in een 
drievlakkenhoek een hoek middendoordeelt, verdeelt de 
overstaande zijde in twee deelen, welker tangenten zich 
verhouden als die van de aanliggende zijden. Een soort- 
gelijke eigenschap heeft plaats als men den nevenhoek 
middendoordeelt” (Men brengt een standvlak aan, en past 
de stelling toe, dat in een driehoek een bissectrice de bij- 
behoorende zijde verdeelt, enz.). Nog heeft men de stelling: 
als men door twee vaste, elkander snijdende lijnen (hier de 
lijnen, die de zijde, resp. den nevenhoek daarvan midden- 
doordeelen), vlakken brengt, die loodrecht op elkander staan, 
is de meetkundige plaats van de snijlijn der vlakken twee 
aan twee een kegel, die zijn top heeft in het snijpunt, en 
waarvan de cyclische vlakken loodrecht op die lijnen staan 
(zie Cikot, vierhonderd stereometrische vraagstukken, enz. 
gen druk, bladz. 58, no. 19). Daar nu werkelijk het vlak, dat 
een hoek, en het vlak, dat den nevenhoek middendoordeelt, 
loodrecht op elkander staan, is de gezochte meetkundige. 
plaats dus een tweedegraadskegel. 


Examen-Opgeven in 190, 192 en 1913 
TECHNISCHE HOOGESCHOOL. 


PROPAEDEUTISCHE EXAMENS, na de Zomervacantie, 1911. 


Stelkunde. (CI. — WI. — SI, — EI) 
1. Bewijs de betrekking 


Ot Oene Geel 

artsen Ue vente 1. 

bp qe f 1 j=le-plle—g)le-r)e—s). 
(oo OPE art dE 


aerden ge rl 
2. Bereken « uit de vergelijking 


GOS @ + COS 2x + COS 3 = 16 


Analytische Meetkunde. CI. — W.I. — SL, — EI.) 


1. Bepaal de vergelijking van de koorde der ellips 
Di Ue 
lea 
die middendoor gedeeld wordt door het punt (34; 24). 
2, Gegeven, op rechthoekige coördinaten, een oppervlak 
O door de vergelijking: 
an? + by? J-e2* —1=0; 
en de rechte 4 door de vergelijkingen : 
el 
OEE CZ 

Gevraagd te bewijzen, dat de lijn / loodrecht staat op 
hare toegevoegde poollijn ten opzichte van het oppervlak O0. 

9. Bepaal de vergelijking van den cilinder, waarvan de 
beschrijvenden gelijke hoeken maken met de positieve 
coördinaatassen en die tot eersten doorgang heeft de para- 
DOOI Zal. 

Gevraagd wordt daarna te bepalen de vergelijking van 
het symmetrievlak van den cilinder en de vergelijking 
van den cilinder in hare eenvoudigste gedaante, 

Examen-Opgaven W, T. 10e jrg. 1 
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Analytische Meetkunde. (B.1. — T. — M.L.) 


1. Gegeven zijn een punt A (5; 4) en twee rechten !, 

en /,, waarvan de vergelijkingen zijn: 
l,: yd-2=0 
Dj le —y +19 =0. 

Gevraagd wordt te bepalen: 

1°. De coördinaten van het snijpunt C van 4, en !,. 

20, De coördinaten der voetpunten B en D van de lood- 

lijnen, uit A neergelaten op !, en !,. 

83°, Den inhoud van vierhoek ABCD. 

2. Gevraagd wordt de vergelijking der parabool p‚, welke 
de X-as raakt in het punt A (a; 0) en de Y-as raakt in 
het punt (B 0% 4). 

Bepaal daarna de vergelijking der gelijkzijdige hyper- 
bool, welke de parabool p in A éénmaal en in B driemaal 
ontmoet. 

8. Van eene kegelsnede is de vergelijking op recht- 
hoekige coördinaten: 

252? — 14ay + 25y? — 9x V2 — My V2 162 =0. 

Gevraagd wordt te bepalen : 

1°, de vergelijkingen der symmetrie-assen van deze 
kegelsnede ; 

20, de vergelijking dezer kegelsnede, indien de sym- 
metrie-assen tot coördinaat-assen genomen worden. 


Analyse. (B. I. — T. — M.L.) 


1. In een horizontaal vlak ligt een Z CAD =60°; op 
de bissectrice van dien hoek wordt een punt B gekozen, 
zoodat AB == 2a. Een punt E ligt op eene hoogte —= 3a 
verticaal boven A. | 

Bepaal de maximum- en minimumwaarden van de ronde 
oppervlakte van rechte cirkelkegels, welker top valt op 
BE, terwijl de grondeirkel aan AC en AD raakt. 

Bij elke verkregen waarde aan te geven of zij maximum 
of minimum is. 

2. Bepaal de oppervlakte begrepen tusschen de voer- 
stralen uit den oorsprong onder 45° en 90° met OX ge- 
trokken en de kromme 


(2 Hy? y? ==. 
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3. Tusschen de grootheden « en y bestaat de differen- 
tiaalbetrekking : 


d? d 4 
gd thy len? tie =0. 


fen dy 
OOP GIS y= et a 
Bepaal de integraalbetrekking tusschen y en z. 


Differentiaal- en Integraalrekening (C. I. — W. 1. —S.I. —E. L) 


1. Uit den oorsprong der coördinaten is eene loodlijn 
neergelaten op de raaklijn in het punt («, y, z) eener 
ruimtekromme. 

De coördinaten van het voetpunt dezer loodlijn zijn 
gelijk aan 


d 

ale atrata e). 
d: 

mv AC a ts út E) en 


biede ntv ud) 


wanneer s de booglengte voorstelt, gerekend van een wille- 
keurig punt der kromme tot aan het bovenbedoelde punt. 
Men vraagt dit te bewijzen. 
2, Bereken den inhoud van het lichaam, begrensd door 
de oppervlakken 
y=0, 
2 == 0, 
nen eb 
| ne Mae) Let yd 
ö, Breen de iedreen 
A zl 


‚dy =a sin? z. 


Beschrijvende Meetkunde. 


1. Centrale projectie. 

Gegeven het punt P in het tafereel, de rechte lijn a, 
eveneens in het tafereel gelegen, en de rechte lijnen b, c, f, 
welke geheel willekeurig liggen. Trek uit P de lijn p, die 
a en 4 snijdt, de lijn q, die c en f snijdt en leg het vlak 
V door p en q. 
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2. Axonometrische projectie (LXOY —=135°, /XOZ = 120°). 

Construeer den ingeschreven cirkel van den driehoek, 
in de ruimtefiguur gevormd door OX, OY en de snijlijn 
XY van het tafereel met het vlak XOY. 

Beschouw dezen als basis van een rechten cilinder en 
construeer de doorsnijding van het tafereel met dezen cilinder. 

8. Loodrechte projectie. 

Een cirkel (middelpunt M, straal 6 eM.) ligt in het ver- 
ticale vlak boven het horizontale en raakt in A aan de as 
van projectie. Uit het punt B, gelegen in de as van projectie 
op een afstand van 12 cM. ter rechterzijde van A, trekt men 
de tweede raaklijn aan cirkel (M), welke in C haar raak- 
punt heeft. Cirkel (M) is de basis van een rechten cilinder (die 
alzoo het horizontale vlak raakt); tevens wentelt de cirkel om 
de lijn BC als as en beschrijft alzoo een gesloten ring. 

Construeer de projectiën der punten van doorsnede van 
cilinder en ring, liggende in een vlak, loodrecht op de as 
van den ring en deze snijdende in het punt D, zoodanig 
gekozen, dat BD =17 cM is. 

Construeer ook de projectiën der raaklijn aan de door- 
snijdingskromme in het voorste dezer twee punten. 


Theoretische Mechanica. 


1. Een cilindervormig vat (straal=R) rust met eene 
beschrijvende rechte op een horizontaal vlak. Dit vat is 
half gevuld met vloeistof ; de lichaamsas van den cilinder ligt 
dus in het vrije vloeistofoppervlak. Deze vloeistof heeft eene 
dichtheid , en de druk der atmosfeer op het vrije oppervlak is 
gelijk aan dien eener vloeistof kolom van A c.M. hoogte. 

Gevraagd wordt te bepalen: 

le. den druk, door de vloeistof uitgeoefend op grond- 
of bovenvlak; 

2e. de diepte van het perspunt van dien druk beneden 
het vrije vloeistofoppervlak. 

2. Een zwaar punt (massa =m) beweegt zich verticaal 
naar boven. Het ondervindt daarbij een weerstand W, 
welke evenredig is met de snelheid v ([W| = u m v). 

Op den tijd t—=0 bevindt het punt zich in O en heeft 


daar eene snelheid À 


5 


Gevraagd wordt, hoe hoog dit punt boven O zal stijgen 
en na hoeveel tijd het hoogste punt bereikt zal zijn. 

8. In een horizontaal vlak XOY draait met eenparige 
hoeksnelheid w om den oorsprong eene buis. Op den tijd 
t—0 valt de buis samen met de X-as. 

Door de buis kan zich zonder wrijving bewegen een 
materiëel punt, dat op den tijd —=0 zich juist in den 
oorsprong O bevindt en daar eene snelheid heeft v, = w, 
welke langs de X-as gericht is in positieven zin. 

Gevraagd wordt te bepalen: 

le. de beweging van het punt door de buis; 

2e. in poolcoördinaten de baan van het punt in het 
XOY-vlak. 


SCHRIFTELIJK EXAMEN VOOR 
CANDIDAAT-ACTUARIS. 


Voormiddag 9.90—12.30 uur, 27 December 1911. 


1. Hoeveel getallen van zes cijfers (zonder herhalingen), 
die men van de cijfers 4, 5, 6, 7, 8 en 9 kan maken, heb- 
ben het cijfer 9 op de plaats der duizendtallen en hoe 
groot is hun som ? 


2. Wanneer C het aantal combinaties voorstelt van 
n-elementen, m aan m genomen, hoe groot is dan », indien 


3. In een vaas zijn zes zwarte, vijf roode en vier witte 
ballen. Men trekt daaruit drie ballen. Wat is de kans om 
twee zwarte en één roode bal te trekken. 

4, Verklaar de formulen: 


RAR | VP, Ap) 
b. a,=l Dt CED Daane 
USD Drri Praat rr 

en herleid beide uitdrukkingen tot de gedaante 
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5. Eene vereeniging heeft eene schuld van f 10,000—, 
die zij als volgt in 20 jaren moet terugbetalen : gedurende 
de eerste 10 jaren betaalt zij een postnumerando annuï- 
teit, die half zoo groot is, als die, welke zij gedurende de 
laatste 10 jaren betaalt. Hoe groot is die annuïteit gedu- 
rende de eerste 10 jaren en hoeveel is de vereeniging 
nog schuldig, na de betaling der 10e annuïteit ? 

Deze laatste vraag op twee manieren te beantwoorden. 

Rentevoet 4 °/ 


N.B. Men wordt verzocht de gebruikte formulen te vermelden 


en bij elk getal zoo mogelijk de beteekenis in algebraísch 
schrift aan te geven. 


Namiddag 1.30—4.50, 27 December 1911. 


1. Iemand, oud 30 jaar, heeft eene verzekering gesloten 
van eene uitgestelde lijfrente vanf 500. — ’s jaars, ingaande 
op zijn 60en verjaardag en betaalbaar postnumerando per 
kwartaal, zonder nabetaling bij overlijden. Hoe groot is 
de premie ? 

Na 10 jaar wenscht hij de verzekering zoodanig te wij- 
zigen, dat de rente zal ingaan en de premiebetaling zal 
ophouden op zijn 5Oen verjaardag. Hoe hoog wordt daar- 
door de jaarpremie gedurende de volgende 10 jaren? 
(N.B. Alles met netto-premiën te berekenen). 

Zoo noodig kan men bij de berekeningen gebruik maken 
van de waarden : 

130.30 en NeR eis 440.20) — 12883. ‚440 10 — 8,115 

2. Gevraagd de formule voor de bruto-premie voor het 
volgende geval: 

Aan een kind, oud 3 jaar, wordt verzekerd eene uitkee- 
ring van f 1000— bij in leven zijn op 23-jarigen leeftijd, 
terwijl de premie betaald wordt gedurende 10 jaar of tot 
het eerder overlijden van het kind. Bij overlijden van het 
kind vóór dat het den 23-jarigen leeftijd heeft bereikt, 
moeten de betaalde premiën, behalve de eerste, worden 
teruggegeven. De aanbrengprovisie bedraagt 10°/, der 
eerste jaarpremie, de overige onkosten 6°/, der bruto- 
premie. (N.B. Men houde in het oog, dat bij overlijden de 
bruto-premiën moeten worden gerestitueerd.) 
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5. Toon aan, dat de formule voor de reserve van ver- 
zekering van uitkeering bij leven 


waarin » is de totale duur der verzekering en m het 
aantal jaren, dat de verzekering op het oogenblik der 
reserveberekening reeds heeft bestaan, ook geldt voor 
verzekeringen van uitkeering bij leven met restitutie van 
alle betaalde premiën bij vóóroverlijden, met dien ver- 
stande, dat de symbolen P alsdan premiën voor verzeke- 
ring met restitutie voorstellen. 

4. Twee personen, oud # en y jaren, sluiten eene ver- 
zekering van dadelijk ingaande lijfrente op twee hoofden 
van f 800—, met bepaling, dat bij overlijden van den 
eerststervende de rente zal worden verminderd tot f 500 —. 

Welke is de formule voor de koopsom en hoeveel zullen 
zij n jaren later moeten storten om de lijfrente zoodanig 
te wijzigen, dat bij overlijden van den eerststervende de 
rente voor het geheele bedrag zal overgaan op den 
langstlevende ? 

5. De volgende vragen kort en zakelijk te beantwoorden : 
le. Wat is risico-premie en hoe wordt zij in het algemeen 
bepaald bij verzekeringen van uitkeering bij overlijden ? 

2e. Wat verstaat men onder bureau-ouderdom en hoe 
moet men daarmede bij de reserveberekening rekening 
houden ? 

3e. Is iedere wijziging van verzekeringsvorm bij een 
bestaande polis zonder meer mogelijk ? Zoo neen, waarom 
niet ? 


N.B. Men wordt verzocht de gebruikte formulen te vermelden 
en bij elk getal zoo mogelijk de beteekenis in algebraïsch 
schrift aan te geven. 


8 
WISKUNDE L. O. 1912. 


Stelkunde (24 uur). 


1. Tusschen welke grenzen moet a liggen, opdat de 
wortels van het stelsel vergelijkingen 
LY -A—yY=o en ay halesdy)—-l=o 
bestaanbaar en positief zijn ? 
2. Bereken de waarde van: 


_ Glog5 + “log 5) X ‘log 5 
2log 5 X slog 5 

3. Iemand zou gedurende 20 jaren, te beginnen op 1 
Januari 1892, jaarlijks eenzelfde bedrag aan eene verzeke- 
rings-maatschappij betalen, teneinde na de 20e betaling 
gedurende 6 jaren eene uitkeering van 1500 gld. jaarlijks 
te ontvangen. 

De Iste uitkeering zou plaats hebben 1 jaar na de laatste 
betaling (dus op 1 Jan. 1912). 

Nadat hij echter 10 keeren gestort had, kon hij de 5 
volgende betalingen niet doen. 

Welke som heeft hij nu gedurende de laatste 5 jaren 
(jaarlijks) moeten storten ten einde toch de bedoelde uit- 
keeringen te kunnen genieten? Rente 4 °/,. 


Planimetrie (25 uur). 


1. Men neemt binnen A ABC een willekeurig punt O, 
en trekt de lijnen AO, BO en CO. Bewijs, dat de omge- 
schreven cirkels der driehoeken ABO en ABC elkaar onder 
dezelfde hoeken snijden als die van de driehoeken BCO 
en CAO. 

2. Men bepaalt op de zijde AB van A ABC een anr 
en op AC een punt E,‚ zoodat AD:DB=CE: EA, en ver- 
bindt D met E. Bewijs, dat de meetkundige plaats van 
’t zwaartepunt van A ADE een rechte lijn is, even 
aan BC. 

8. De lijn, die in A ABC den hoek A halveert, snijdt de 
zijde BC in A‚ en de lijn, die den nevenhoek van LA 
halveert, snijdt het verlengde van BC in A. | 
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Op overeenkomstige wijze zijn de punten B, en B,, C, 
en C, bepaald. Als AB ) BC >) CA, bewijs dan: 
tes nk 1 
moer 


Stereometrie (25 uur). 


1. Een recht driezijdig prisma heeft tot grondvlak een 
rechthoekigen driehoek met een hoek van 30°. Door het 
hoekpunt van den rechten hoek brengt men een vlak, dat 
het zijdelingsch oppervlak van dat prisma volgens een 
gelijkzijdigen driehoek snijdt. Men vraagt den inhoud te 
berekenen van het stuk, dat door dat vlak van het prisma 
wordt afgesneden, indien de kleinste zijde van het grond- 
vlak a d.M. bedraagt. 

2. Een vat heeft den vorm van een afgeknotten kegel; 
de middellijn van den bodem, het apothema (schuine zijde) 
en de straal van den bovenrand zijn elk 2a d.M. lang. In dit 
vat brengt men 4 gelijke bollen A, B, C, D, die, op den 
bodem liggende, elk den wand van het vat raken. 

Bovendien raken de bollen elkaar twee aan twee (zoodat 
bol A raakt aan bol Ben bol D, bol B aan bol A en bol C, enz.) 

Bereken den straal dezer bollen. 

3. Als in een bolvierhoek de boog, die de middens van 
twee overstaande zijden verbindt, loodrecht op die zijden 
staat, dan zal de boog, die de middens der twee andere zijden 
verbindt, loodrecht op den eersten verbindingsboog staan. 


Gonio- en Trigonometrie (24 uur). 


1. Bereken de waarden van «, tusschen 0° en 3600, 
die voldoen aan: 
cosec a tg b 
cos (ec —d) ’ 
als a == 255° 35’ 48//, b—=138° 14 21”, 

Ge 240 1736! en de 839 2244815 

2. De rechte, gaande door het hoekpunt C en door het 
middelpunt M van den omgeschreven cirkel van A ABC, 
snijdt AB in D. Indien CD door p en de straal van den 
omgeschreven cirkel van A ABC door R voorgesteld 
wordt, dan vraagt men: 


Sec 3x —= — 
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19. te bewijzen, dat cot A cot B = it; 
20, de hoeken A en B te berekenen, zoo 
Khin 0 EN LA 
3. Bereken de waarden van «, die voldoen aan de ver- 
gelijking : 
cot @ + cOSEG # H- cot 4 + COSeC 4x = COSEC 2x. 


EXAMEN WISKUNDE L. O. BATAVIA 1012, 


Planimetrie. 


1. Op het verlengde van de zijde CE van A ABC neemt 
men een vast punt D aan. Om D draait een snijlijn, die 
AB in E en BC in F snijdt. Om A EFB en om A ADE 
beschrijft men den omgeschreven cirkel. Deze cirkels 
snijden elkaar, behalve in EB, nog in een tweede punt P. 
Bepaal de meetkundige plaats van P. 

2. In een cirkel M wordt door het midden C van koorde 
AB een andere koorde PQ getrokken. In A en B trekt 
men de raaklijnen AD en BD en in P en Q de raaklijnen 
PE en QE. Bewijs, dat DE // AB. 

5. Gegeven A ABC en een punt P buiten den driehoek. 
Door P een lijn te trekken, die de verlengden van BA en 
CA respectievelijk snijdt in D en E zoodanig dat 

ABG A ADE il 


Stelkunde. 


1. Een wielrijder vertrekt van P naar Q met een snel- 
heid van 16 KM per uur. ‘Nadat hij + van den weg heeft 
afgelegd, moet hij zijn reis te voet vervolgen met een 
snelheid van 6 KM per uur. 

Een automobiel, die zich eveneens van P naar Q, begeeft, 
rijdt den wielrijder voorbij, nadat deze @ uur geloopen 
heeft en komt 3 kwartier daarna van uit Q hem weer 
tegemoet. De automobiel is 25 uur later uit P vertrokken 
dan de fietser en heeft zich een half uur te Q opgehouden. 
Hoe lang is de weg ? 
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2. Van een rekenkundige reeks is a=54lt;l=?2t en 
n=—=8, Van een tweede reeks is a = 55; Ll —= 310 en v —= 105. 
Hoeveel termen moet men op zijn minst tusschen elk 
paar der eerste reeks en hoeveel tusschen elk paar der 
tweede reeks interpoleeren opdat de som der eerste reeks 
tweemaal zoo groot worde als die der tweede reeks ? 
de O0 Uit: 


(2 — Dios Dn 500 


los (x2— 4) 


doet beteekent log b, in het stelsel, waarvan a de 


NB, 


basis is. 
Stereometrie. 

1. Gegeven een rechte lijn PQ in de ruimte en twee 

punten A en B. Op PQ een punt C te bepalen zoodanig 
dat AC + BC minimum is. 
_ 2. In een kubus (ribbe = a) beschrijft men een cylinder, 
zoodat zijn as langs een der lichaamsdiagonalen valt en 
zijn hoogte gelijk is aan de zijde van het vierkant in zijn 
grondvlak beschreven. Druk den inhoud van dezen cilin- 
der uit in den inhoud van den kubus. 

8. Op het verlengde der middellijn AB van een cirkel 
is een punt D genomen en uit D is een lijn getrokken, 
die den cirkel in C raakt. Deze figuur laat men om AD 
als as wentelen. Bepaal de ligging van het punt D, als 
gegeven is dat de inhouden der beide lichamen, beschre- 
ven door de figuren, welke begrensd worden door DB, 
DC en boog BC en door AB, AC en boog BC zich ver- 
houden als 3: 5. 

Gonio- en Trigonometrie. 
Ll. Los # op uit: 
Si bgtg Et =be cos; V/18. 

2. Van een driehoek verhouden de hoogtelijnen op de 
opstaande zijden zich als 13:15. De basis is 18 meter 
lang en de tophoek is 64° 47. | 

Bereken de hoogtelijn op de basis. 

ERR Ee ABO Asv hier B — 108°. 

Op het verlengde van AB is een punt D zoodanig gele- 
gen dat BD =2AB, Bereken Z BCD, 
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WISKUNDE M. O. Kr, 1012. 


Meetkunde (5 uren). 


1. Men verlengt de overstaande zijden van een koorden- 
vierhoek totdat ze elkaar in P en in Q snijden, en deelt 
de bij die punten gevormde hoeken middendoor. Bewijs 
dat de deelliĳjnen elkaar onder een rechten hoek snijden, 
en de zijden van den vierhoek in de hoekpunten van een 
ruit snijden. 

2. In elk zijvlak van een drievlakkenhoek trekt men 
door den top een rechte loodrecht op de ribbe, die niet 
in dat zijvlak ligt. Bewijs dat de drie aldus verkregen 
rechten in één vlak liggen. 

5. De viervlakken ABCD en A/B’C’D’ zijn zoo geplaatst, 
dat de vier rechten AA’, BB’, CC’, DD’ in één punt samen- 
komen. Bewijs dat de snijlijnen der vier vlakkenparen 
ABC en A/B'C/, BCD en B'C’D’, CDA en C’D’A’, DAB en 
D'A’B’ in één vlak liggen. Toon ook het omgekeerde van 
deze eigenschap aan. 


Driehoeksmeting (2} uur). 


1. Van een vlakken driehoek ABC is gegeven AC == 18, 
BC =20, terwijl AB zich tot de hoogtelijn uit C verhoudt 
als 7:4. Bereken de hoeken van dien driehoek. 

2. Drie punten A, B, C liggen op een rechte lijn ineen 
horizontaal vlak. Gegeven is AB =p, BC =g, AC =p +g. 
Uit elk dezer punten is de hoek gemeten, dien de verbin- 
dingslijn met een boven het vlak gelegen punt D met dat 
vlak maakt. Zij die hoek bij A gelijk aan «, bij B gelijk 
aan £ en bij C gelijk aan y. 

Men vraagt den afstand van het punt D tot het horizontale 
vlak te berekenen. 

8. Een waarnemer ziet op hetzelfde oogenblik twee 
bekende sterren boven den horizon verschijnen. Van de 
eene ster bedragen de rechte klimming en de declinatie 
a, en ò,, van de andere ster a, en ò,. Wordt gevraagd 
de breedte der plaats te berekenen, waar de waarnemer 
zich bevindt. | 
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Stelkunde (3 uren). 


1. Welke bestaanbare waarden moeten p, q, r, en s 

hebben, opdat de vergelijking 
HP De TG Op) ret s=û 

een drievoudigen wortel hebbe en een dubbelen wortel, 
die het omgekeerde is van den drievoudigen wortel. 

2. Te bewijzen, dat onafhankelijk van # de reeks 

1 + 7 cos x@ Bn Ee COS Zar + Ee GA 2) cos 3e Je, 
convergeert voor iedere positieve waarde van a. 

Men vraagt de som dezer reeks te bepalen voor 


I= 
3. Onderzoek voor welke waarden van de complexe 
veranderlijke 7 de reeks, waarvan de nde term 
2 dn jk ‚An 
Sr logde 
is, convergeert en voor welke waarden van z de reeks 
divergeert. 


Analytische Meetkunde (23 uur). 


1. Uit een punt P trekt men de loodlijn Z op de poollijn 
p van P ten opzichte van een ellips. Bewijs dat de cirkel, 
die de snijpunten van l en p met de kleine as tot uitein- 
den van een middellijn heeft, door de brandpunten gaat. 

2. Op de as OX van een rechthoekig coördinatenstelsel 
is een punt A gegeven, op de as OY een punt B(OA =a, 
‚OB =b). Bepaal de algemeene vergelijking der parabolen, 
die door de punten O, A en B gaan. Toon aan, dat door 
een willekeurig punt P van het vlak twee dezer parabolen 
gaan en onderzoek, waar het punt P moet gelegen zijn, 
opdat de assen dier parabolen loodrecht op elkaâr staan. 

8. Gegeven zijn de parabool y° =?2pe en de orthogo- 
nale hyperbool #y =k?. Men bepaalt de poollijn van een 
punt P der hyperbool ten opzichte van de parabool, en 
zoekt de snijpunten dezer rechte met de hyperbool. Toon 
aan, dat deze snijpunten door de parabool harmonisch 
gescheiden worden, 
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Beschrijvende Meetkunde (3 uren). 


1. Eene rechte snijdt het horizontale vlak in een punt 
P, 10 cM vóór de as van projectie gelegen ; en het verticale 
vlák in een punt Q, 10 eM boven die as en 12 cM rechts van P, 

De ribbe AB (ware lengte 10 eM) van een regelmatig 
achtvlak valt langs PQ, zoodat PA == BQ (A lager dan B). 
Het zijvlak ABC van het achtvlak ligt in het horizontaal 
projecteerend vlak van PQ, en boven AB. 

Teeken het achtvlak in horizontale en verticale projectie. 

Breng de doorsnede aan van het achtvlak met een vlak 
door AB en het midden eener AB kruisende ribbe. (Papier 
in de breedte). 

2. Een bol (middelpunt M) van 7 eM straal ligt in den 
eersten ruimtehoek en raakt de beide projectievlakken aan. 

Het punt P van dien bol ligt links van, hooger en meer 
naar voren dan M, zóó dat de straal MP een hoek van 
80° maakt met het horizontale vlak, een hoek van 45° met 
het verticale. 

P is spherisch middelpunt van een kleinen cirkel met 
spherischen straal van 60°. 

Teeken dien cirkel in horizontale en verticale projectie 
(assen en overgangspunten van zichtbaar in onzichtbaar 
gedeelte construeeren). (Papier in de breedte). 


WISKUNDE M. O. Kv, 1012. 


Eden 


Differentiaalrekening (5 uren). 
1. Als gegeven is 
die rtl Mi 0 
VELIT ol en 
vraagt men «?° in een reeks naar opklimmende machten 
van y te ontwikkelen en aan te geven voor welke waarden 
van y die reeksontwikkeling geldig is. 


2. Gegeven is de vergelijking f(x,y,z) =0. Wordt ge- 
vraagd de partiëele afgeleiden 
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92 A dy 
òy dz òx dz 


uit te drukken in 


Ce dE 

dr Proy TT bor T bor dy 

3. De coördinaten «# en y van een punt eener vlakke 

kromme zijn uitgedrukt in een veranderlijken parameter 
vp met behulp der vergelijkingen 


C ° 
Lg TAP — sing), 


y=CcHal(l—eCosp). 
Beschouwt men hierin c als een veranderlijke, dan is 


een stelsel van krommen gegeven. Men vraagt de omhul- 
lende van dit stelsel te bepalen. 


Analytische Meetkunde (3 uren). 


1. Op de positieve assen OX, OY, OZ neemt men de 
punten A, B, C zoo aan, dat OA = OB = OC =a is, en be- 
schouwt de quadratische oppervlakken, die door de zijden 
van den scheeven vierhoek OABC kunnen gelegd worden. 
Deze oppervlakken worden gesneden door den vlakken- 
bundel, die tot as heeft de rechte door C evenwijdig met 
OX. Bepaal de meetkundige plaats van de middelpunten 
der doorsneden. 

2. Bepaal de meetkundige plaats van de middens der 
koorden der ruimtekromme 

Jet En Na ge 
Te 
waar t een veranderlijke parameter is. 

Toon aan dat het bedoelde oppervlak de gegeven kromme 
en haar asymptoten bevat. 

3. Toon aan dat de rechten voorgesteld door 

n=3ttz 23, y= 2e — 2, 
waar t een veranderlijke parameter is, een ontwikkelbaar 
oppervlak vormen. Bepaal de keerlijn van dat oppervlak, 
en bewijs dat dit een kegelsnede gemeen heeft met elk 
osculatievlak der keerlijn, 
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Beschrijvende Meetkunde (3 uren). 


1. Rechthoekige projectie. 

Eene rechte snijdt het verticale vlak in A, 8 eM boven 
de as van projectie; het horizontale vlak in B, 12 cM vóór 
de as van projectie en 15 cM links van A. 

In het horizontale vlak (vóórhelft) ligt een cirkel M van 
6 cM straal, die de as van projectie raakt in A’, 

Deze cirkel wentelt om de lijn AB. 

Construeer in de horizontale projectie de punten Pen Q 
van den schijnbaren omtrek van het gevormde omwente- 
lingsoppervlak, welke afkomstig zijn van den parallel- 
cirkel, beschreven door het meest rechts gelegen punt C 
van cirkel M. (Papier in de breedte). 

2. Axonometrische projectie. (£ 40/X=105%, £ 40'Y=1200, 
tafereeldriehoek XYZ zoo te kiezen, dat het stuk ZO’ der 
Z-as 18 cM lang is). 

Eene hyperbolofde is gegeven door drie richtlijnen : 

a, is de Z-as; 

a, gaat door Y en is evenwijdig aan OX; 

dz gaat door X en is evenwijdig aan YZ. 

Een omwentelingskegel heeft den top in Z, het middelpunt 
van den grondeirkel in O, de straal van dien cirkel is 10 cM. 

Construeer de punten der snijkromme van beide opper- 
vlakken, gelegen in het vlak door OZ en evenwijdig aan XY. 
Construeer in het dichtst bij XOY gelegene dezer punten 
de raaklijn aan die snijkromme. 

Bepaal ook het middelpunt M der hyperboloïde. (apie 
in de dele 


Integraalrekening (3 uren). 


1. In een plat vlak is een rechthoekig assenstelsel ge- 
geven. Een kromme lijn in dat vlak snijdt de positieve Y-as 
in een punt A. Is P een willekeurig punt der kromme, 
dan is het oppervlak, begrepen tusschen de kromme, de 
X-as, de Y-as en de ordinaat van P, gelijk aan den rechthoek, 
die de ordinaat van A en de booglengte AP tot zijden heeft. 

Welke is die kromme ? 

2. Gegeven is een oppervlak, waarvan de vergelijking 
in rechthoekige coördinaten luidt: 
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n° Hy? =ala—z). 

Men vraagt te berekenen het gedeelte van dit oppervlak, 
waarvan de projectie op het XY-vlak gelegen is binnen 
een der lussen van de in dit vlak gelegen lemniscaat, in 
pooleoördinaten bepaald door de vergelijking 

Ar? = a? COS 26. 

3. Bepaal een volledige oplossing en de singuliere op- 

lossing van de partiëele differentiaalvergelijking 


py)? H(q 2)? —2— ay =0. 
TECHNISCHE HOOGESCHOOL. 


CANDIDAATSEXAMEN, JANUARI 1912, 


Theoretische Mechanica. 


1. Bij een centraalbeweging beschrijft het punt de baan, 

waarvan de vergelijking op poolcoördinaten 

r=a* Cos 26 
is, terwijl het centrum in den oorsprong van ì het coördi- 
natenstelsel is gelegen. 

Bepaal de wet volgens welke de kracht werkt, en de 
grootte van deze op de eenheid van afstand. 

2. Wanneer een stoffelijk punt zich bevindt in een 
nauwe cirkelvormige buis, waarin het zich zonder wrijving 
kan bewegen, en die eenparig wentelt om een verticale 
middellijn, bepaal dan de plaatsen van de buis, waar het 
punt in evenwicht kan zijn en onderzoek de soort van 
even wicht. 

8. Een homogene plaat in den vorm van een rechthoek 
(lengte a, breedte b, dikte te verwaarloozen) kan om het 
midden van een breedtezijde als om een vast punt wentelen. 

In een hoekpunt op de andere breedtezijde ontvangt 
deze plaat een stoot S, loodrecht gericht op haar vlak. 

Wordt gevraagd te bepalen: 

10. de as, om welke de plaat gaat wentelen, en de 
hoeksnelheid van die wenteling ; 

Examen-Opgaven W, T. 10e jrg. 2 
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20, zoowel den arbeid van den stoot als de kinetische 
energie van de plaat. 


CANDIDAATS-EXAMEN VOOR DE ZOMERVACANTIE 1012, 


1. Als een stoffelijk punt, geheel vrij in zijn beweging, 
een cirkelvormige baan beschrijft, terwijl zijn voerstraal, 
uit een vast punt van die baan getrokken, de wet der 
perken volgt, vraagt men de beweegkracht van het stoffe- 
lijk punt te bepalen. 

2. Een homogene bol (straal =a) wordt op het oogen- 
blik, dat hij op een hellend vlak rust (hellingshoek = 450), 
in beweging gezet door een stoot S, die horizontaal gericht 
is door dat punt van de middellijn door het steunpunt 
van den bol, dat op een afstand gelijk aan {a van het 
hellend vlak is verwijderd, terwijl het vlak, door den 
stootsvector en genoemde middellijn bepaald, een vertikaal 
vlak is. De zin van den stoot is zóó, dat deze den bol 
tegen het vlak zal doen oploopen. 

Tot welke hoogte zal de bol oploopen, als de wrijvings- 
coëfficient tusschen den bol en het hellend vlak gelijk aan 
0.5 is. 

8. Een lichaam is zóó bevestigd, dat zijn zwaartepunt 
onbeweeglijk is. \ 

Als dit lichaam om een der hoofdtraagheidsassen in 
beweging wordt gebracht, bewijs dan, dat het om die as 
eenparig zal blijven wentelen. 


CANDIDAATS-EXAMEN VOOR MIJNINGENIEURS, MEI 1912, 


1. Een punt P met massa m kan zich in een horizontaal 
vlak bewegen onder den invloed van 2 krachten: 

1°. een afstootende kracht uitgaande van een centrum A, 
welke kracht evenredig is met m en met den afstand AP; 

20, een aantrekkende kracht, uitgaande van een centrum 
B; deze kracht is evenredig met m en met BP. 

Deze krachten staan tot elkaar als AP: PB. 

A en B liggen in het horizontale vlak der baan. 

Bij den aanvang der beweging bevindt P zich in A en 
heeft dan een snelheid v, loodrecht op AB. Gevraagd 
de baan. 
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II. Een cilindervormig vat (straal grondvlak R,‚ hoogte 
H, H)2R) is geheel gevuld met een zware vloeistof. In 
het middelpunt O van het vat is de druk in de vloeistof 
even groot als de druk, uitgeoefend door een h cM hooge 
kolom van dezelfde vloeistof. Door het middelpunt O is 
een vlak gedacht, dat een hoek van 45° maakt met de 
vertikaal staande as van het vat. De massa der vloeistof 
per eenheid van volume is . 

Gevraagd de druk op deze doorsnede en de diepte van 
het perspunt onder O0. 

II. Een gelijkbeenige rechthoekige driehoek van ijzer- 
draad (vorm onveranderlijk), waarvan het gewicht verwaar- 
loosd kan worden, is opgehangen in het hoekpunt van den 
rechten hoek. In de uiteinden der schuine zijde bevinden 
zich 2 gelijke zware massa’s m. 

Gevraagd wordt te bepalen de spanningen in de zijden 
van den driehoek: 

1°. als deze in rust is; 

20, als hij in zijn vlak slingert om het ophangpunt. Op 
het oogenblik van den grootsten uitslag staat een der 
rechthoekszijden horizontaal. 


PROPAEDEUTISCH-EXAMEN VOOR TECHNOLOGEN, 
SEPTEMBER 1012, 


I. Een materieel punt A, met massa één, kan zich vrij 
in een horizontaal vlak bewegen. Het punt A wordt aan- 
getrokken door twee krachtceentra, C, (a, 0) en Cs (— a, 0). 
De beide van C, en C, op A werkende krachten zijn res- 
pectievelijk evenredig met de afstanden C,A en C,A. De 
evenredigheidsfactor is bij beide krachten u? 

Bij het begin der beweging bevindt A zich op de Y-as, 
op een afstand b van den oorsprong, en heeft daar een 
snelheid c evenwijdig aan de X-as. 

Gevraagd wordt de vergelijking van de baan, welke A 
doorloopt. 

IL. Een, van vorm onveranderlijk gedachte, ijzerdraad- 
figuur heeft de gedaante van een regelmatig viervlak en is 
in den top opgehangen. De drie hoekpunten van het grond- 
vlak worden belast met gelijke gewichten, elk van P gram, 
waardoor het grondvlak den horizontalen stand aanneemt. 
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Gevraagd: 1° als het viervlak in rust is, de spanningen 
in de ribben van het viervlak ; 2° de hoeksnelheid, waarmee 
dit viervlak om een, door den top gaande, vertikale as 
moet draaien om de spanningen in de grondvlaksribben 
nul te maken; 3° bij draaiing met deze hoeksnelheid, de 
spanning in de ribben door den top. 

IL Twee evenzware gewichten A en B, elk met massa 
M, hangen ieder aan een der uiteinden van een onrekbaar 
koord (zonder gewicht), dat geslagen is om een, als katrol 
dienenden, homogenen cilinder, eveneens met massa M. Deze 
cilinder kan, zonder wrijving, draaien om de horizontaal 
geplaatste figuuras. 

Gevraagd wordt na hoeveel seconden het gewicht A den 
grond zal bereiken, als aan A een overwicht van 0,5 M 
wordt toegevoegd. Op het oogenblik der toevoeging van 
het overwicht bevindt A zich in rust op een hoogte van 
2,1 meter boven den grond. De wrijving tusschen koord 
en cilinder is zoo groot, dat het koord niet over den cilin- 
der gaat glijden. Voor de versnelling der zwaartekracht 
g neme men 980 cM. 


CANDIDAATS-EXAMEN SEPTEMBER 1012, 


1. Een vat in den vorm van een omwentelingscylinder 
is gedeeltelijk met een vloeistof gevuld en wentelt eenparig 
om zijn verticaal gerichte as. 

De vloeistof wordt ondersteld ten opzichte van het vat 
in rust te zijn. 

Hoe groot moet de hoeksnelheid van de aswenteling zijn 
opdat de bodem voor de helft droog zal liggen ? 

Ondersteld wordt, dat het vat hoog genoeg is om een 
uitstroomen van de vloeistof te beletten. 

2. Een homogene bol wordt op een hellend vlak gelegd. 
Zij O het steunpunt. 

Bepaal de beweging van den bol over dit hellend vlak, 
als op ieder van zijn massadeeltjes behalve het gewicht 
nog een kracht werkt die naar O gericht en evenredig is 
met zijn massa en zijn afstand tot 0. 

Ondersteld wordt dat de beweging zuiver rollend is. 

8. Een kogeltje kan zich zonder wrijving bewegen in 
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een rechte buis, waarin hij overal past. De buis wentelt 
eenparig om een horizontale as, die haar in een punt O 
rechthoekig snijdt. 

Men vraagt de beweging van het kogeltje in de buis 
onder de werking van zijn gewicht te bepalen, als het zich 
op zeker oogenblik in O bevindt en daar in rust is. 


PROPAEDEUTISCHE-EXAMENS VOOR DE ZOMERVACANTIE 
1012. 


Stelkunde (C. LI. — W.L — SI — B, LI) 


1. Als Z=ef en z= a +iy, welke figuur in het Z-vlak 
komt dan overeen met de kromme 
y= bg tg 2x 

in het z-vlak ? 

2. Bewijs met behulp der theorema’s van Rolle en van 
Sturm dat de vergelijking 

gt — 6? — 8 —3=0 

drie gelijke wortels heeft, en bepaal deze wortels. 

Los ook de vergelijking rechtstreeks op door splitsing in 
twee vierkanten. 


Analytische Meetkunde (B. I. — T. — M. 1) 


1. Gegeven zijn een punt P op eene door den oorsprong 
gaande lijn / en eene parabool 

y= pd. 

Bij het punt P bepaalt men het punt Q, dat dezelfde 
abscis heeft en tevens ligt op de poollijn van P ten op- 
zichte der parabool. 

Gevraagd de meetkundige plaats van Q, als P de lijn Z 
doorloopt. 

2. Gegeven eene rechte l en drie punten A, B en C. 
Als A’, B’ en C’ de spiegelpunten zijn resp. van A, B en 
C ten opzichte van de lijn /, dan wordt gevraagd te be- 
wijzen, dat de zes punten A, B, C, A’, B’ en C’ op ééne 
kegelsnede liggen. 

d. Van een driehoek zijn de hoekpunten : 

A (6,0); B(—4,0) en C (0,6). 
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Gevraagd wordt de vergelijking van de kegelsnede, welke 
de drie zijden van dezen driehoek aanraakt en tevens gaat 
door de voetpunten der loodlijnen uit A en B neergelaten 
op de overstaande zijden. 


Analytische Meetkunde. (C. I. — W.L —&. LL — K.I) 


1. Op de as OX liggen de punten A en B, op de as 
OY de punten C en D. Zij M het midden van AC en N 
het midden van BD. Bewijs dat MN niet van lengte en 
niet van richting verandert, als het segment AB, met 
behoud van lengte, zich langs de as OX, en het segment 
CD, eveneens met behoud van lengte, zich langs de as 
OY verplaatst. 

2. Gevraagd te bepalen de meetkundige plaats, die be- 
schreven wordt door de rechte lijnen, die evenwijdig loopen 
aan het XOZ-vlak en tevens een kubische ruimtekromme 
C* tweemalen snijden. De kromme C° is gegeven door de 
vergelijkingen 

v=t, y=t?, z=tt. 

5. Bepaal de vergelijkingen der reëele beschrijvenden 

van de paraboloïde: 


a —y* =?g, 
welke raken aan den bol 
nr dy? det =l. 


Differentiaal- en Integraalrekening. (C.T. — WI —S 1. —E I) 


1. Eene figuur, bestaande uit een rechthoek en een 
gelijkbeenigen driehoek, is in een halven cirkel beschreven. 

De basis van den driehoek valt samen met de boven- 
zijde van den rechthoek. De basis van den rechthoek ligt 
in de middellijn, die den halven cirkel afsluit. Drie hoek- 
punten van de figuur liggen in den cirkelomtrek. 

Bereken de afmetingen, die de figuur moet- hebben, op- 
dat de inhoud zoo groot mogelijk zij. | 

Bewijs ook analytisch dat werkelijk een maximum voor- 
handen is. 

2. Bereken het volume van het lichaam, ingesloten door 
de drie coördinaatvlakken en door de gebogen vlakken 

e.d 4y* = 
en ye =d. 
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3. Integreer de en 
( 1 —x? Es tl — JH 4y=3(bg sin x)° 


met behulp van de En 
x= COS f. 


Analyse. (B. 1. — T. — M. I) 
1. De rechthoekige coördinaten van de punten eener 
kromme voldoen aan: 
HDS 2 SIN 3 
Bereken den kromtestraal voor het punt P, waarvoor 


p= en geef eene afleiding voor de daartoe gebezigde 


formule. 
Bepaal ook de coördinaten van het bij P behoorende 
kromtemiddelpunt. 
2. Geef een schetsfiguurtje van het beloop der kromme 
(ao? 4 yY?)3 —= (a? 4e 22)? 
Welke soort van punt, als punt der kromme beschouwd, 
is de oorsprong ? 
Bereken de oppervlakte, door de kromme ingesloten. 
5. Integreer de differentiaalvergelijking: 
dy vyd? 
ded 


Beschrijvende Meetkunde. 


1. Mwenwijdige perspectief. (Scheeve projectie). In het 
grondvlak ligt een cirkel (straal = 5 eM.) Deze cirkel 
is het grondvlak van een scheeven cilinder, welks beschrij- 
vende lijnen de grondliĳjn loodrecht kruisen en een hoek 
van 60° met het grondvlak maken. 

Construeer de perspectieve afbeelding (scheeve projectie) 
van dien cilinder, daarbij aangevende den schijnbaren 
omtrek en de snijding met grondvlak en tafereel. Afstand 
van het middelpunt van den cirkel tot de grondlijn =8cM. 
De projectiedriehoek is een gelijkbeenige rechthoekige 
driehoek. 

2. Aaxonometrie. In het St: XOY ligt: 1°. een cirkel, 
(middelp. O, straal = 3 eM.); 2°. een cirkel, welks middelpunt 
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op OX ligt en die aan OY raakt (straal =5cM). De eerste 
cirkel is de basis van een omwentelingskegel, welks top P 
op den werkelijken afstand van 6 cM boven O ligt; de 
tweede cirkel is de basis van een kegelvlak, welks top Q, 
eveneens in OZ ligt, op een werkelijken afstand van 10 eM 
boven O0. In het vlak XOY ligt een punt A, welks werke- 
lijke coördinaten (6,6) zijn. Construeer uit A een der gemeen- 
schappelijke raaklijnen aan de beide kegelvlakken. 

8. Pechthoekige projectie. Een punt M van de as van 
projectie is het middelpunt van een cirkel, die in het 
„horizontale vlak ligt (straal =D eM). Deze cirkel is de richt- 
cirkel van een wig van Wallis, welker rug loodrecht op het 
verticale vlak staat en dit snijdt in een punt A op een 
afstand MA =15eM boven M. MA is tevens de as eener 
omwentelings-hyperboloïde, welker keelcirkel 10 eM boven 
het horizontale vlak ligt en een straal heeft van 2,5 cM. 
De beschrijvenden der hyperboloïde maken een hoek van 
45% met het horizontale vlak. 

Construeer in het vlak, evenwijdig aan het verticale 
vlak, op een afstand van 2,5 eM daarvoor gelegen, de 
in het eindige gelegen snijpnnten van wig en hyperboloïde. 

Construeer ook de raaklijn in de snijkromme van beide in 
een der beide hoogstgelegene der gevonden punten. 


Stelkunde. (C. L. — W.l —& Il. — B. 1) 


1. Elk der drie factoren, waarin de vorm 
Oe Zed 
te ontbinden is, kan geschreven worden in de gedaante 


lar ap 
wanneer j° =1 is. 
Bewijs dit. 
2. De reeks 
{ o% 8e 


geth } gath 8 geth alken 


is convergent of divergent, naarmate h grooter of kleiner 
dan de eenheid is. Bewijs dit. | 
De letters a en h stellen positieve getallen voor. 
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Analytische Meetkunde. (B. L. — T. — M. 1) 


1. Gegeven zijn twee vaste punten A (O0, a)en B (0, — a) 
en twee bewegelijke punten P en Q. 

P en Q liggen op de X-as, de abscis van P is 2a grooter 
dan die van Q. 

De rechte AP snijdt BQ, in 5. 

Gevraagd de vergelijking en de aard der meetkundige 
plaats van S, als het segment PQ, de X-as doorloopt. 

2. Gegeven zijn een punt O en drie punten A, B en C. 
Op het verlengde van AO (door O) neemt men een punt 
A’ zoodanig dat AO =O0OA’. HEvenzoo bepaalt men op BO 
Bn Ordes punten. Ben @/zdodät, BO —=OBZ en. CO =O. 

Te bewijzen dat de zes punten A, B, C, A’, B’ en C’ op 
ééne kegelsnede liggen. 

3. Van eene hyperbool is de vergelijking : 

On? J- Bay — Jy? — 34 —12y + 38 —= 0. 

Gevraagd te bepalen de coördinaten der beide reëele 

toppen en der beide brandpunten. 


—_ Analytische Meetkunde. (C. TI. — W.L — SI — K.I) 


1. Op eene van twee snijdende rechten liggen de punten 
A en B, op de andere de punten C en D, zoodat AB = CD. 

Zij M het midden van AC, 

N het midden van BD, 
P het midden van AD, 
Q, het midden van BC, 

Bewijs, dat MN loodrecht staat op PQ. 

2. Gevraagd de oppervlakken uit den bundel: 

Be? H 32? H 2ay —L2yz By — 12 — Ay (2 H Zy — 22 — 4) =0, 
welke raken aan de rechte: 
Tanka mt 

Bepaal den aard dezer oppervlakken en onderzoek of 
de rechte door een dubbelpunt gaat of aan het oppervlak 
raakt. 

5. Een cirkel ontmoet de drie coördinaatassen in punten 
A, B, C, welke op den afstand + a van den oorsprong 
verwijderd zijn. 

Cirkel ABC is de grondceirkel van een kegel met den 
top in 0. 
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De orthogonale projectie van cirkel ABC op het vlak 
YOZ is de richtkromme van een cilinder, waarvan de 
beschrijvenden evenwijdig loopen met het vlak XOY en 
gelijke hoeken maken met de positieve Y-as en de nega- 
tieve X-as. 

Gevraagd te bepalen de projectiën op vlak XOY en op 
vlak XOZ van de snijkromme van kegel en cilinder. 


Differentiaal- en Integraalrekening. (C. I. — W.l.—S. 1. — K.I) 


1. Bepaal de vergelijking van eene parabool, waarvan 
de as evenwijdig met de Y-as is, en die in het punt # =1, 
y=? eene driepuntige aanraking heeft met den cirkel 

Jy: =b. 
2. Bereken het volume van het lichaam, dat ontstaat 
door wenteling om de X-as van de kromme 
Ap? Uy ty=8. 
3. De differentiaalvergelijking 
(2 Jy? HZ) de H-2y dy =O 
heeft een integreerenden factor, die alleen van « afhangt. 
Bepaal dezen factor enintegreer vervolgensde vergelijking. 


Analyse. (B. 1. — T., — M. I) 


1. Van een stelsel parabolen liggen de assen langs de 
X-as, de toppen links van het brandpunt. Het product 
van den parameter elker parabool met het vierkant der 
abscis van haren top bedraagt één. 

Bepaal de vergelijking der door het stelsel omhulde 
kromme en schets in een figuurtje het beloop der kromme 
met dat van een paar der omhullende parabolen. 

2. Bereken de oppervlakte der ellipsoïde, welke ontstaat 
als de ellips 


xc? 2 
ne 
om hare lange as wentelt. 
3. De differentiaalvergelijking 
Hy? +2) de + 2y dy =0 
heeft een integreerenden factor, die functie is van « alleen. 
Bepaal dezen factor en integreer de vergelijking. | 
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Beschrijvende Meetkunde. 


1. Perspectief, (horizonshoogte 15 cM,‚ distantie 25 cM). 
In het grondvlak ligt een cirkel (straal 5 cM; afstand 
van het middelpunt M achter de grondliĳjn 10 eM,‚ de 
loodlijn uit M op de grondlijn midden tusschen oog en 
rechter distantiepunt). 

De cirkel is het grondvlak van een omwentelingskegel, 
welks hoogte 15 cM is. 

Wentel dezen kegel om de raaklijn in dat punt A van 
den grondeirkel, dat het dichtst bij de grondlijn ligt, tot 
de top in het tafereel valt en teeken van den gewentelden 
kegel de perspectief. 

2. Amonometrie. / XO/Y =135°; / Z0'X =1200). Neem 
een tafereel aan en construeer de axonometrische projectie 
van den omgeschreven bol van het viervlak, door het tafereel 
en de coördinaatvlakken gevormd. 

Construeer ook de doorsnijdingen van den bol met het 
tafereel en met het vlak ZOY. 

9. Loodrechte projectie. Een cirkel (middelpunt M, straal 
8 eM) ligt vóór.het verticale vlak in het horizontale vlak 
en raakt in het punt A aan de as van projectie. 

Eene rechte lijn / snijdt de as van projectie in het punt A, 
hare horizontale projectie snijdt cirkel M in het meest links 
gelegen punt B van dien cirkel; hare vertikale projectie 
maakt met de as van projectie een hoek van 60° (opening 
boven de as naar links). 

Een regelvlak is bepaald door den cirkel M, de rechte 
lijn tl en het vertikale vlak als richtvlak. Cirkel M is ook 
de horizontale projectie van een bol, die op het horizon- 
tale vlak rust. 

Bepaal de snijpunten van bol en regelvlak, gelegen in 
een vlak evenwijdig aan het vertikale vlak en op 3 cM 
daarvóór aangebracht. 

Construeer ook de raaklijn aan de doorsnijding in het 
hoogst gelegene der geconstrueerde punten. 
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WISKUNDE LAGER ONDERWIJS 1913. 


Stelkunde (24 uur). 
1. Los # en y opsuit: 


Pla? + Vws — 84°) HBr — Vat —8yt=a 
Od 
2. Tusschen welke waarden moet h gelegen zijn, opdat 
ge H-2har dh) 


voor alle reëele waarden van a? 
8. Gegeven is de meetkundige reeks: 


VOT ao q. 

Tusschen den 1Isten en 2den term lascht men k termen 
in, die met dien Isten en 2den term een rekenkundige 
reeks vormen. | 

Op dezelfde wijze lascht men tusschen den 2den en 
sden term k termen in, en zoo vervolgens. Zoodoende 
ontstaan er n rekenkundige reeksen. 

Druk de som van de termen der gegeven reeks en alle 
ingelaschte termen uit in g, n en k. Wat is de limiet dier 
som, als q tusschen —1 en +1 ligt, en de gegeven reeks 
oneindig veel termen telt ? 


Planimetrie (24 uur). 


1. Een rechte hoek PQR is gegeven. Men construeert 
twee cirkels, die resp. QP in A en Ben QR in Cen D 
aanraken, en elkaar in M en N snijden. Bewijs, dat de straal 
van den omgeschreven cirkel van A MAB gelijk is aan 
dien van den omgeschreven cirkel van A MCD. 

2, ABC is een driehoek, waarin de bissectrix van ZC._ 
de zijde AB in D snijdt. Bewijs: 

1°, dat de cirkel, die AB in D raakt, en door C gaat, den 
omgeschreven cirkel van A ABC raakt; 

20, dat de straal van dien cirkel de helft is van den straal 
van den omgeschreven cirkel van AABC, als CD?=ADXBD. 
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5. Alle cirkels, die den omtrek van een gegeven cirkel O 
halveeren, en door een vast punt P buiten cirkel O gaan, 
hebben een vast punt binnen cirkel OQ gemeen. Bewijs dat; 
en gebruik die stelling om een cirkel te construeeren, die den 
omtrek van een gegeven cirkel halveert, door een gegeven 
punt buiten dien cirkel gaat, en bovendien een gegeven 
lijn raakt. 

Stereometrie (2} uur). 


1. Een drievlakshoek met top O, waarvan de drie zijden 
alle 60° zijn, wordt gesneden door een vlak, dat in een 
punt A loodrecht op de ribbe OA is aangebracht, zoodat 
viervlak OABC ontstaat. 

a. Wanneer de ribbe OA = a is, vraagt men de ribben, het 
totale oppervlak en den inhoud van het viervlak OABC 
te berekenen. 

b. Door een punt D van OB, zoodanig gelegen dat OD = 
is, brengt men een vlak aan evenwijdig aan de overstaande 
ribben OA en BC; dit vlak snijdt het viervlak volgens een 
vierhoek. Men vraagt de veranderingen na te gaan, die de 
omtrek en het oppervlak van dien vierhoek ondergaan, wan- 
neer het punt D de lijn OB van O naar B doorloopt 

2. Ieder vlak, dat loodrecht is aangebracht op welke 
ribbe ook van een drievlakshoek, waarvan één hoek recht 
is, snijdt dien drievlakshoek volgens een rechthoekigen 
driehoek. Bewijs. 

5. Het bovenvlak van een afgeknot prisma is een ruit, 
waarvan de kleinste diagonaal a is en evenwijdig loopt 
met het grondvlak, terwijl de grootste diagonaal 2a be: 
draagt en een hoek van 120% maakt met de opstaande 
ribben. In dit prisma is een bol beschreven. Men vraagt 
de ruimte tusschen beide lichamen in a uit te drukken. 


Gonio- en Trigonometrie (24 uur). 
tees Los en v.op uit de vergelijkingen : 
COS (a + y) == Sin p, 
eos (b + 4) — COS g, 
A OO ON We 200015’ 320,4 b= 2100 20/2100 
p==315° 045’ en q=165° 12/25’, 
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2, Een kegel, welks beschrijvende lijn een hoek # maakt 
met de as, raakt een bol aan volgens een kleinen cirkel, 
Gevraagd wordt # zóó te bepalen, dat de inhoud van den 
kegel, die het vlak van den raakcirkel tot grondvlak heeft, 
m maal zoo groot is als die van het kleinste segment, dat 
dit vlak van den bol afsnijdt. 

8. Uit een punt P van den cirkelomtrek ziet men de dia- 
gonalen van het omgeschreven vierkant onder de hoeken 
a en b, Leid eene betrekking af tusschen tga en tgb en 
den tangens van den hoek, dien de straal naar het punt P 
maakt met een der diagonalen van het vierkant. 


WISKUNDE M. O. KI, 1913. 


Meetkunde (3 uren). 


1. Als de middens der ribben van een viervlak ABCD op 
een bol gelegen zijn, dan gaan de vier hoogtelijnen van dat 
viervlak door een punt E. Bewijs dit en toon aan, dat elk 
der vijf punten A, B, C, D en E het hoogtepunt is van het 
viervlak, dat de overige vier punten tot hoekpunten heeft. 

2, Op eene rechte zijn de punten A, A’, B, B’ gegeven. 
Construeer op die rechte twee punten, die zoowel door 
A, A’ als door B, B’ harmonisch gescheiden worden. Is de 
constructie steeds mogelijk ? | 

3. Op eene gegeven rechte neemt men twee vaste punten 
A en B aan. Op eene tweede rechte, die de eerste kruist. 
worden twee veranderlijke punten C en D aangenomen, 
zoodanig dat de lengte van het segment CD constant is. 
Hoe moeten die punten worden aangenomen, opdat het totale 
oppervlak van het viervlak ABCD zoo klein mogelijk zij? 


Driehoeksmeting (23 uur). 


1. Als gegeven is: tgattgf=p, secaJsec B =g, 
vraagt men tg 4 (a+ 2) te berekenen. 

2. Een vlakke vierhoek ABCD bezit zoowel een om- als 
een ingeschreven cirkel; van den laatsten is de straal 3 cM., 
terwijl- AB =11l CMG ZEDAB == 70° 

Bereken den straal van den omgeschreven cirkel. 
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8. Van een boldriehoek OAB is de hoek O recht en de 
schuine zijde AB gelijk e. Door A wordt een boog loodrecht op 
OA, door B een boog loodrecht op OB getrokken. Die bogen 
snijden elkaar in twee diametraal gelegen punten P en P’. 

Wanneer de schuine zijde AB (met behoud van lengte) 
zich verplaatst met A langs OA en Blangs OB, vraagt men 
de vergelijking te bepalen van de meetkundige plaats van P, 
d.w.z. de betrekking tusschen de bogen OA = wen AP =g. 


Stelkunde (8 uren). 
1. Bewijs de RN 


gi dE ‚Jo iseki 
en bepaal met An A de waarde van limP,, als 
n= 0 
1 
Pritt st PRE + Zak 


en k standvastig is. 
2 Is @),= AIA nd ‚ dan is 


O0 
1 1 A 1 | 
Bone Drei hie ea PH 0), 
(De (Pptl)s (PH2)s (PA P)s |t. Bewijs dit. 


GCP) CPF) en (PEN), 


8. Bewijs, dat een der waarden van log (cos a + im sin a), 
waarin m in een positief getal en «is een positieve scherpe 
hoek, kan worden voorgesteld door de reeks 


Be IE bnl)? dia ( 0 


m1 2 \mtl m1 
en bewijs dat men hieruit kan afleiden: 
IN: 
bg tg (mtg onthaat d: (Er) sin 2k «. 
Analytische Meetkunde (23 uur). 


1. Aan alle cirkels, welke door twee gegeven punten A en B 
gaan, trekt men de raaklijnen, die AB onder een hoek van 
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459 snijden. Bepaal de meetkundige plaats der raakpunten. 

2. Gegeven zijn de beide punten A (a,b) en B(—a,—b) 
benevens een willekeurig punt P op OX. Bepaal de verge- 
lijking van de parabool, die PA in A, PB in B aanraakt 
en de meetkundige plaats van den top dier parabool, als 
het punt P de as doorloopt. 

3. De raaklijn en de normaal in het punt P eener para- 
bool snijden de as dier kromme respectievelijk in T en N. 
De lijn, die TP in T loodrecht snijdt, ontmoet de loodlijn 
uit P op de as in het punt S. De rechte door S evenwijdig 
aan de as snijdt PN in het middelpunt van den cirkel, welke 
de parabool in P osculeert. Bewijs dit. 


Beschrijvende Meetkunde (3 uren). 


1, Van een kubus met ribben van 12 cM wordt aan het 
hoekpunt P een viervlak afgesneden door een plat vlak, 
dat de in dat hoekpunt samenkomende ribben snijdt in pun- 
ten A, ’'B en C, zoodat PACM, PB=5 MT PO 

Teeken de horizontale en verticale projectie van het over- 
blijvend veelvlak, als dit met het zijvlak ABC geplaatst 
wordt op het horizontale vlak, AB evenwijdig aan de as 
van projectie op 15 eM daarvóór, C nog meer naar voren. 

Teeken ook de doorsnijding met een vlak door AC en het 
tegenover P staande hoekpunt Q, van den kubus gebracht. 

(Onzichtbare lijnen strepen, constructielijnen stippelen). 

2. Van een vlak V gaat de verticale doorgang van af 
het snijpunt met de as van projectie onder 45° met die as 
naar boven, de horizontale doorgang onder 45° naar voren, 
beide naar rechts. 

In dit vlak ligt een cirkel van 5 cM straal, het middelpunt M 
valt 15 cM vóór het verticale, 8 cM boven het horizontale vlak. 

Teeken, in horizontale en verticale projectie, het tusschen 
V en het horizontale vlak begrepen segment van den klein- 
sten der beide bollen, die door cirkel M gaan en het hori- 
zontale vlak raken. 

(Assen der ellipsen en raakpunten aan den schijnbaren 
omtrek construeeren). 
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Examen Opgaven in (912 en 1903. 


EXAMEN M. O. Ki, 1913. 


(3 +3 uur). 


1. Zes staven van gelijke lengte en verwaarloosbaar 
gewicht zijn vereenigd tot een staaf viervlak ABCD, datin 
het punt A wordt opgehangen. De ribbe AB wordt verti- 
caal gesteld (B onder A), de punten C en D worden elk 
bezwaard met een gewicht van 100 KG, terwijl in B eene 
horizontale kracht wordt aangebracht, die het evenwicht 
handhaaft. 

Bereken de grootte dier kracht, de spanning in elke 
staaf, en richting en grootte van den druk in A. 

2. Op een vlak, dat 30° helt, ligt een homogene cilin- 
„der van 500 KG gewicht en 1 dM straal met de as even- 
wijdig aan den horizontalen doorgang van het vlak, Aan 
elk uiteinde dier as is een koord bevestigd, dat geslagen 
is over een schijf, zoodanig geplaatst, dat de koorden — ook 
bij afrollen van den cilinder — evenwijdig aan het vlak en 
in standvlakken op den horizontalen doorgang blijven, 
Aan het over de schijf hangend einde van elk koord is 
100 KG gehangen. 

Gewicht en wrijving der schijven worden verwaarloosd, 
de wrijving op het vlak is groot genoeg om glijden van 
den cilinder te beletten. ‘ 

Uit den toestand van rust laat men het toestel los tot 
de gewichten 1 M gestegen zijn. 

Welke is dan de beweging van den cilinder ? 

(Traagheidsmoment cilinder om lichaamsas — 5 MR?). 

3. Twee even zware dunne homogene vierkante platen 
van Ì M zijde, ABCD en PQRS zijn loodrecht op elkander 
verbonden, zoodat AD en PS samenvallen. 

Het geheel voert, hangend aan de horizontaal gestelde 
lijn AB, zonder weerstanden kleine slingeringen uit, 

Examen-Opgaven W, T. 10e jrg. 3 


34 


Bereken den slingertijd en bewijs de daartoe gebezigde 


6: cM 
formule (g = 1000 ar ). 


1. Beschrijf eenige u bekende deelen, welke bij stoom- 
ketels behooren, als voedingstoestellen, waterstandaan wij- 
zers, manometers, veiligheidskleppen, en licht de beschrij- 
ving met eenvoudige schetsen toe. 

2. Wat weet ge van krachtsoverbrenging door middel 
van riemen mede te deelen omtrent: riemspanning, riem- 
snelheid, vorm en stand der riemschijven, geleiding van 
den riem, wijze van ondersteuning van de drijfas ? 

8. Beschrijf eenige u bekende werktuigen, bestemd tot 
de bewerking van hout of metalen en licht de beschrijving 
met eenvoudige schetsen toe. 

4. Geef een overzicht van eenig bedrijf voor de bewer- 
king van hout of metalen of van eene katoenspinnerij. 

Een of twee van bovenstaande vragen naar keuze. 


EXAMEN M. O. Kv, 1913. 


Differentiaal-rekening (8 uren). 
1 Aere Ales 
RE Ord en z nd 


2 
dan is (gy? —4) dn ed de —n?z=0. Bewijs dit. 


2. Bepaal de maximum- en de minimumwaarden van de 


functie af ylz (ar y—g) 
waarin p, q, r‚ s positieve geheele getallen zijn. 

8. Een kromme heeft in rechthoekige coördinaten de ver- 
gelijking f(@,y)=—=0. Als s de booglengte is, vraagt men te 
bewijzen 

dikadem? ys dn 1 
ds? ‘ds? ds? ' ds? 
als R de kromtestraal beteekent. 
Analytische Meetkunde. (23 uur). 


1. Ten opzichte vaneen rechthoekig assenstelsel is gegeven 
de parabool 4? =2px, z=0 en een punt P der as OZ, dat 
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op een afstand c van den oorsprong verwijderd is. Bepaal 
de algemeene vergelijking der kwadratische omwentelings- 
oppervlakken, welke door de parabool en het punt P gaan, 
benevens de meetkundige plaats der assen van die opper- 
vlakken. 

2. Bepaal de vergelijking van het regelvlak, gevormd door 
de koorden der kromme: @=ut, y=u?, z=u, welke OX 
snijden en toon aan,dat dit regelvlak eene dubbelrechte bezit. 

3. Bepaal de keerkromme van het ontwikkelbaar opper- 
vlak, dat gevormd wordt door de raakvlakken van het 
oppervlak ry ==az in de punten, welke dit oppervlak ge- 
meen heeft met x? = by. 


Beschrijvende Meetkunde (5 uren). 


1. Rechthoekige Projectie. 

Een regelvlak is gegeven door de volgende drie richtlijnen: 

1°. eene rechte a in het verticale vlak, loodrecht op de 
as van projectie; | 

20, een cirkel c, gelegen in een vlak C, op 10 eM. vóór 
en evenwijdig aan het verticale vlak. De cirkel raakt het 
horizontale vlak 10 cM. links van a, straal 3 cM., middel- 
punt boven het raakpunt; 

8%, eene rechte bin het horizontale vlak, welke de as 
van projectie snijdt in een punt B, 15 eM. rechts van a, ter wijl 
het snijpunt met den horizontalen doorgang van het vlak C 
op 5 eM. links van a ligt. 

Teeken de beschrijvende / van het regelvlak, gaande door 
het hoogste punt A van den cirkel en construeer het punt P 
der verticale projectie van !, waar deze raakt aan den 
schijnbaren omtrek van het regelvlak voor die projectie. 

2, Axonometrie /Z0’'X== 120°, naar rechts; ,40/Y= 
105°, naar links; axonometrische hoogte 0’Z der Z-as 20 cM.). 

Gegeven zijn: 

1°. een omwentelingscilinder met OZ tot as, straal 5 cM.; 

20, een torus met YZ tot as, meridiaan is een cirkel van 
5 cM. straal, gelegen binnen A ZOY, rakend aan OY en OZ. 

Construeer de punten der snijkromme dezer beide opper- 
vlakken, welke op 15 cM. afstand van Z liggen. Construeer 
de raaklijn dier kromme ‘in een dezer punten en wel in 
het dichtst bij het tafereel gelegene. 
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Integraal-Rekening (23 uur). 


1. Bewijs dat er regelvlakken bestaan, waarvan de be- 
schrijvende lijnen evenwijdig aan het yz-vlak loopen, en 
die voldoen aan de differentiaalvergelijking 

Òz 
on de| dy == U. 

Men beschouwt zulk een regelvlak, dat gaat door de 
kromme | 
= 1 — cost, y= Cost, == Sin?d, 

Op dit oppervlak trekt men een kromme, waarvan de 
projectie op het ay-vlak tot vergelijking heeft 

SL == ly dl). 

Bereken de lengte dezer kromme tusschen de punten, 
waarvan de projecties op het zy-vlak zijn (O, —1) en (2,5). 

2. Integreer 

yy =d) yd 

5. Te berekenen 

| Î log (1 Ha? n°) on 
D= DE 


EXAMEN CANDIDAAT-ÁACTUARIS DECEMBER 1912. 


Voormiddags 94—125 uur. 


1. In een vaas zijn n ballen. Wat is de kans daaruit 
een even en wat is de kans een oneven te grijpen ? 

2. Een loterij bestaat uit 90 nummers, waaruit er 5 
worden getrokken. Wat is de kans dat, wanneer men te 
voren 10 nummers uit de 90 als prijzen aanwijst, er één, 
twee of drie onder de „getrokken nummers zullen zijn £ 


3. Druk p, uit in e en bewijs, als e 


BE. an 
dat dan p_ _; =P, 


4, Wat is de kans, dat 3 personen, oud «, y en z jaar, 
alle 3 in het nde jaar sterven en wat is de kans, dat er 
juist één in het nde jaar sterft? 

5. Een schuld van f 10.000 moet worden afgelost in 15 
jaren door een gelijkblijvende postnumerando annuïteit. 
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Nadat 10 betalingen zijn gedaan, wenscht de debiteur den 
duur der betalingen met 5 jaar te verlengen. Hoe groot 
wordt daardoor de annuïteit gedurende de volgende 10 jaren ? 

(Rentevoet 4 °/,. Log 1.04 = 0.0170333). 

Namiddags 15—44 uur. 

1. Iemand, oud 25 jaar, heeft een gemengde verzekering 
gesloten met een duur van 30 jaar en groot f 5000. Hij 
betaalt gedurende de eerste 5 jaren een premie, die slechts 
3 bedraagt van de premie, die gedurende den verderen 
duur wordt betaald. Hoe groot is de netto-jaarpremie ge- 
durende de eerste 5 jaren en hoe groot is de reserve na 
3 jaren, berekend met netto-premie ? 

2. Bepaal de tormule voor de bruto-premie van de 
volgende verzekering: Een 30-jarige sluit een levenslange 
verzekering van uitkeering bij overlijden, groot f 10000, 
met premiebetaling gedurende 30 jaren. Na afloop der 
premiebetaling gaat een lijfrente in ten bedrage van de 
bruto-premie. Deze lijfrente is betaalbaar praenumerando 
per kwartaal. De aanbreng-provisie bedraagt 14°/, van 
het verzekerde kapitaal, de incasso-provisie 2°/, der 
bruto-premie van het tweede jaar af en de overige onkos- 
ten 8°/, der bruto-premie. 

8. Een zv-jarige heeft een verzekering van dadelijk in- 
gaande levenslange lijfrente gesloten van f 400, welke rente 
postnumerando in heeljaarlijksche termijnen wordt uitge- 
keerd, met de bepaling, dat bij overlijden binnen x» jaren de 
helft der bruto-koopsom moet worden teruggegeven. Indien 
de opslag bedraagt 5°/, der netto-koopsom, vraagt men 
de formule te bepalen voor de reserve na m jaren (m { n) 

4, Welke rente-verzekering wordt voorgesteld door de 
formule: 300 a, —- 200 a, — 300 a, os A Aaen at U Hi En 


/ ad ’ 
+ 100 a ? 


wrd Vd 
D. Geef een beknopt en zakelijk antwoord op de vol- 
gende vragen: 
a. Wat is wederverzekering ? 
Geef enkele voorbeelden (zonder formules). 
b. Hoe ontstaat negatieve reserve ? 
Deze vraag algemeen te beantwoorden en met eenige 
eenvoudige voorbeelden toe te lichten. 
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c. Waarom kan in ’t algemeen een gemengde verzeke- 
ring niet in een levenslange verzekering van uitkeering 
bij overlijden worden omgezet zonder dat een nieuw ge- 
neeskundig onderzoek wordt ingesteld ? 


EXAMEN CANDIDAAT-ACTUARIS 16 DECEMBER 1013. 


9,30—12.50 uur. 
1. Schrijf den tienden term op van de ontwikkeling 


d 1e 
(2e 3e) 

2. Hoeveel worpen zal men met twee dobbelsteenen 
moeten doen, om de kans 4 te hebben, dat men minstens 
éénmaal 10 oogen werpt ? 

3. Wat is de kans, dat van 4 personen w, «, y en 2 
minstens twee na „ jaren leven ? 

De kans, dat w, #, y of z na n jaren leeft, is resp.: 0,3, 
0,4, 0,5 en 0,6. 

4, Leid de formule af voor de reserve na m jaren van 
eene levenslange ziekteverzekering van f 1— per dag, 
tegen jaarpremie gesloten op het leven van een z-jarige. 


(Ter vereenvoudiging kan men stellen Xz, D RE KK). 


5. Een schuld, groot f 10.000 — wordt terugbetaald door 
eene gelijkblijvende, postnumerando annuïteit. Indien de 
aflossing, die in de 10de betaling begrepen is, f 473.10 be- 
draagt en die, welke in de 13de betaling begrepen is, 
f 540.59, vraagt men: 

1°. den rentevoet, waarmede gerekend is; 

20. de grootte der jaarlijksche betaling. 

N.B. Men wordt verzocht de gebruikte formulen te ver- 
melden en bij elk getal zoo mogelijk de beteekenis in 
algebraïsch schrift aan te geven. 


1.30—4.30 uur. 


1. Een 30-jarige heeft eene gemengde verzekering gesloten 
van f 3000 — met een duur van 25 jaar. De maatschappij heeft 
hem wegens zijn gezondheidstoestand een 5 jaar hoogeren 
leeftijd toegekend. Hoeveel bedraagt na 10 jaar de reserve, 
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indien deze berekend wordt met eene reser ve-premie, waarbij 
gerekend is op een bedrag van 2°/, voor eerste onkosten ? 

2. Gevraagd de formule voor de bruto premie der 
volgende verzekering: 

Een 25-jarige sluit eene verzekering à terme fixe, duur 
80 jaar. Voor aandeel in de winst wordt gerekend op eene 
jaarlijksche teruggave van 14 °/, van alle betaalde bruto pre- 
miën, voor het eerst aan het einde van het 2de jaar. De eerste 
onkosten bedragen 15°/, van het verzekerde kapitaal, de 
doorloopende onkosten 8°/, der bruto premie. 

3. Bepaal de formule voor de reserve nam jaar naar de 
retrospectieve methode voor eene verzekering van uitkee- 
ring bij leven met een duur van ” jaar, met recht op 
restitutie der betaalde premiën bij vóóroverlijden en herleid 
daarna deze formule tot die, welke de reserve uitdrukt als 
de verhouding van twee premiën. 

4. Bepaal de formule voor de koopsom voor eene rente 
groot f 1000—, betaalbaar zoolang 2 personen (&) en (y) 
samen leven, terwijl de rente wordt verminderd tot f 700. — 
als (x) sterft vóór (4) en tot f 600. — wanneer (4) sterft voor («). 
De onkosten bedragen 5°/, der bruto koopsom. 

5. Geef een beknopt en zakelijk antwoord op de vol- 
gende vragen: 

a. Wat verstaat men onder mathematischen duur eener 

verzekering ? 

b. Waarom splitst men de onkosten in „eerste” en „door- 

loopende” onkosten ? | 

c. Van welke verzekeringen is in ’t algemeen atkoop 

mogelijk ? 

N.B. Men wordt verzocht de gebruikte formulen te ver- 
melden en bij elk getal zoo mogelijk de beteekenis in 
algebraïsch schrift aan te geven. 


„KONINKLIJKE MILITAIRE ACADEMIE TE BREDA 1912. 


Reken- en Stelkunde (1 + 3-1 uur). 


1 Een sneltrein, 38 M lang, heeft 6 seconden noodig om 
een goederentrein, 50 M lang, te passeeren, op even- 
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wijdig spoor, wanneer heide in dezelfde richting gaan. 
Komen ze elkaar tegemoet, dan hebben ze 3 seconden 
noodig om elkaar te passeeren. Hoe groot is de snelheid 
van elken trein per uur? 
2. De wortels van de hae ee a? + ps + 


J-q=0 zijn a en b. Men vraagt de waarde ® Ee uit te 
drukken in p en g. 
9. Men vraagt # op te lossen uit: 
Em a+ 14 ln a—% Be da 
a? + ax + 4? —ar dae? vlatdarr? dat) 


Meetkunde (1 +1 +1 uur). 


1. Voor een koordenvierhoek is het product van de 
loodlijnen, die men uit een willekeurig punt van den om- 
geschreven cirkel op een paar overstaande zijden kan 
neerlaten, gelijk aan het product der loodlijnen, uit dat 
punt op de beide andere zijden neergelaten. Bewijs dit. 

2. In een bol met den straal =r is een kegel beschre- 
ven, die denzelfden inhoud heeft als het segment, dat aan 
het grondvlak van den kegel grenst. Welke hoogte heeft 
het segment ? 

8. Van een rechten cirkelvormigen kegel is de straal 
van het grondvlak gegeven =a, en de tophoek — 60°. 
Bereken de hoogte van den cylinder, welke in dezen kegel 
kan beschreven worden en welks inhoud gelijk is aan den 
inhoud van den bol, die in den overblijvenden kegel kan 
beschreven worden. 


Gonio- en Trigonometrie (1 +3 +1 uren). 


1. Van A ABC is gegeven: 

de halve omtrek —=s=—=49 CM, ZB 4/0 STA 
de straal van den ingeschreven cirkel == 5,65714. 

Bereken de onbekende elementen. 

2. Bepaal alle waarden van ow, die HERE aan de ver- 
gelijking : tg pcos? 5o(l + tg? fp) —=— 8 COS Pp. 

8. Van een A ABC is gegeven: 

a=33 CM, b=50eM, ec =57 CM. 

Van uit hoekpunt C is een lijn CD naar AB getrokken, 
makende met de zijde CA een hoek =/ A. Bereken BD, 
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Beschrijvende Meetkunde (1 +141 uren). 


1. De lijn AB, gegeven door hare projectiën A/B’ op het 
horizontale en A/B” op het verticale projectievlak, is de 
basis van een gelijkbeenigen driehoek ABC, welks vlak 
een hoek van 45° maakt met het horizontale projectievlak. *) 
Gevraagd de horizontale en verticale projectiën van dezen 
driehoek te voltooien, indien gegeven is dat de top C ligt 
in het vlak V, gegeven door zijne doorgangen VV, en 
VV; resp. met het horizontale en verticale projectievlak. 

2. Van een recht driezijdig prisma ABCDEF is gegeven 
de zijde AB van het grondvlak door hare projectie A/B’ 
op het horizontale projectievlak en het punt F van het 
bovenvlak door zijne projectie op het horizontale projec- 
tievlak F’ en op het verticale projectievlak F”. Indien het 
zijvlak ABED in het vlak V ligt, gegeven door zijne door- 
gangen VV, en VV, resp. met het horizontale en het verticale 
projectievlak, vraagt men de projectiën van het lichaam 
op horizontaal en verticaal projectievlak te construeeren. - 

5. Gegeven de punten A, B en C door hunne projectiën 
A’, B’ en C’ op het horizontale en A”, B” en C” op het 
verticale projectievlak. Gevraagd te construeeren de pro- 
jectiën van twee punten, die op een gegeven afstand / van 
die drie punten verwijderd zijn. 


Mechanica (} +1 +1 uur). 

1. Aan het grondvlak van een cylinder (straal R,‚ hoogte 
h, soortelijk gewicht 2) is een halve bol bevestigd (straal 
R, soortelijk gewicht 4), terwijl aan het bovenvlak een kegel 
verbonden is (straal R,‚ hoogte h, soortelijk- gewicht 3). 

Als de halve bol en de kegel, het grond en bovenvlak 
„van den cylinder volkomen bedekken, vraagt men hoe groot 
h moet zijn, opdat het geheel met het boloppervlak op een 
horizontaal vlak geplaatst, in elken stand in evenwicht is. 

2. Een vliegmachine beweegt zich met eenparige be- 
weging (snelheid 12 M per seconde) naar boven in eene 
richting, die een hoek van 50° met den horizon maakt. 
Op eene hoogte van 550 Meter zijnde, werpt men er schuin 


*) Van de twee vlakken, welke aan de vraag voldoen, alleen 
dat te nemen, waarvan de doorgang den grootsten scherpen hoek 
maakt met de as van projectie. 
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naar beneden een voorwerp uit met eene snelheid van 2 
M per sec. in eene richting, die een hoek van 60° maakt 
met de snelheid der machine en met deze in hetzelfde 
verticaal vlak ligt. 

Na hoeveel seconden, met welke snelheid en onder 
welken hoek treft het voorwerp den grond ? 

Hoe groot is dan de horizontale afstand van machine en 
voor werp ? 

(Versnelling der zwaartekracht g—=10M te nemen). 

3. Een balk AB (lang 8 M, gewicht 283 KG, zwaar- 
tepunt in het midden) maakt een hoek van 30° met den 
horizon. Hij rust in C (BC=1M) op eene ruwe horizon- 
tale pin, terwijl aan het ondereind A (dat niet op den grond 
rust) een koord bevestigd is, dat naar boven loopend met 
AB een hoek van 30° maakt en over eene vaste katrol ge- 
slagen is. Aan het vrije uiteinde van dit koord, dat even- 
wijdig loopt met het bij A bevestigde deel, wordt een 
kracht K uitgeoefend, waardoor de balk op het punt is in 
de richting AB te verschuiven. 

Bepaal de spanning van het koord bij A, de wrijvings- 
coëfficient bij de pin en de kracht K, als de straal van de 
katrolschijf 9 cM,‚ die van de aan de schijf bevestigde spil 
(tap) 1 eM en de sinus van den wrijvingshoek p (desver- 


kiezend tang. p) daarbij à bedraagt, terwijl het gewicht 


der schijf verwaarloosd wordt. 
De formule voor de vaste katrol bij voorkeur afleiden. 


Natuurkunde (1 uur + 2 uur theorie). 


1. In de Torricellische ruimte van een barometerbuis, 
welke 90 cM boven den spiegel in een kwikbak uitsteekt, 
brengt men zooveel aether dat de kwikkolom in de buis 
nog 60 cM lang is. 

Als nu rondom de buis de oorspronkelijke temperatuur 
van 10° C, wordt gebracht op 30° C, de standsverandering 
van den kwikspiegel in den bak wordt verwaarloosd, de 
barometerhoogte tijdens de proef 760 M is en de maximale 
dampspanning van aetherdamp bij 10° C. 28.6 cM kwikdruk 
bedraagt, welken stand zal dan de kwikspiegel aannemen ? 

Bereken tevens hoeveel aetherdamp in de buis is ge- 
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bracht, als nog gegeven zijn: uitzettingscoëfficient van 
gassen — z4z, inwendige oppervlaktedoorsnede der buis 
1 eM?, dampdichtheid van aetherdamp ten opzichte van 
lucht 2.56, gewicht van 1 eM? normale lucht 0,0013 Gram. 
Men verwaarlooze de uitzetting van het kwik en het glas. 


RANGSCHIKKINGSONDERZOEK. 
Rekenen (; +4 uur). 


1. Vermenigvuldig 241 met 675 als beide getallen in het 
8-tallig stelsel staan (zonder eerst-tot het tientallig te 
herleiden). 

2. Op welk oogenblik tusschen 7 en 8 uur zullen de 
wijzers van een horloge in elkaars verlengde staan ? 


Stelkunde met Gonio- en Trigonometrie (3 +5 uur). 


1. Men heeft een scherpen hoek «. 

Op een der beenen zet men van af het hoekpunt een 
stuk uit—a cM en laat daarna uit dit eindpunt een lood- 
lijn neer op het andere been. Uit het voetpunt dier lood- 
lijn laat men weer een loodlijn neer op het eerste been, enz. 

Druk de som van al deze loodlijnen uit in de lijn a en 
den hoek a, vereenvoudig de uitkomst zooveel mogelijk, 
en bereken ten slotte die som voor a — 62.38, « —= 15° 15/ 18”. 

2. Bepaal alle waarden van p, die voldoen aan de ver- 
gelijking: sin? +tg?p =(8sinptgp— COS Pp) COS gp. 


Meetkunde (} + ++} uur). 


1. Construeer een driehoek, als gegeven zijn de straal 
r van den ingeschreven cirkel, de hoogtelijn op de zijde 
a, en het verschil der hoeken B —C. 

2. Op een der zijden van een geliĳkzijdigen driehoek 
als middellijn wordt een halve cirkel beschreven, die den 
driehoek ten deele bedekt. 

Men vraagt naar den inhoud van het omwentelings- 
lichaam, dat ontstaat door het gedeelte van den driehoek, 
dat buiten den halven cirkel ligt, om de middellijn te 
laten wentelen. 

8. Van een regelmatige vierhoekige pyramide is elke 
ribbe van het grondvlak 10 en de hoogte 12. Op welken 
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afstand van den top moet een vlak, evenwijdig aan het 
grondvlak, gebracht worden, opdat in de overblijvende 
afgeknotte pyramide een bol kunne beschreven worden ? 
Wat is de inhoud van de afgeknotte pyramide en van den bol? 


KON. MIL. ACADEMIE TE BREDA 1013. 


Reken- en Stelkunde (3 J- 1 +1 uur). 


1. Bepaal de waarden van x, die voldoen aan de ver- 
gelijking: TV le 412 —5WV (a 45)l=l. 

2. Van 5 getallen vormen het le, 2e en 3e eene reken- 
kundige. reeks, het 3e, 4e en he eene meetkundige reeks, 
terwijl het le, 3e en 5e weder eene meetkundige reeks 
vormen. 

De som van de eerste drie getallen bedraagt 15, terwijl 
het verschil tusschen het laatste en het eerste getal 80 is. 

Welke zijn die getallen ? 

8. Iemand wil, te beginnen 1 Augustus 1925, gedurende 
5 jaar aan het begin van elk jaar, de beschikking hebben 
over f 600 per jaar, en wil daartoe jaarlijks, te beginnen 
op 1 Augustus 1913 tot en met 1 Augustus 1922, eenzelfde 
bedrag storten. Hoe groot moet dit bedrag zijn ? Rente 4 °/, 
log 1,04 = 0,0170335. 


Meetkunde (1 + à + 1 uur). 


1. Als men aan den omgeschreven cirkel van A ABC 
in het hoekpunt A een raaklijn trekt, die de overstaande 
zijde BC in P ontmoet, dan is PB:PC=AB?:AC?. Bewijs. 

2. De inhoud van het lichaam, dat ontstaat, door den 
ring tusschen twee concentrische cirkels om een middellijn 
te laten wentelen, is gelijk aan het dubbel van den inhoud 
van den afgeknotten kegel, die deze cirkels tot grond- en 
bovenvlak, en het verschil van hunne middellijnen tot 
hoogte heeft. Bewijs dit. 

5. Van viervlak ABCD is gegeven, dat de hoogtelijn uit 
de 3 hoekpunten A B en C op de overstaande zijvlakken 
neergelaten, door één punt gaan. 

Bewijs, dat alsdan ook de vierde hoogtelijn door dit punt 
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gaat en bovendien, dat de overstaande ribben twee aan 
twee elkaar loodrecht kruisen. 


Gonio- en Trigonometrie (1 4 + à uren). 

1. Van een driehoek ABC is gegeven BC = a = 50,659, 
AC HAB =bc=95,912 Meter en B—+tA—=56° 13/45”, 

Bereken de hoeken en de beide onbekende zijden des 
driehoeks. 

2. Van eene afgeknotte regelmatige driezijdige piramide 
is gegeven: de ribbe van het grondvlak = 1,472, de ribbe 
van het bovenvlak =0,638 en de hoogte = 1,045 Meter. 

Bereken den standhoek op eene ribbe van het grondvlak. 

9. Bepaal alle waarden van «, die voldoen aan de ver- 
gelijking : sin 2x + sin 3e + sin 4e = 1 + COS ax + COS 2x. 


Beschrijvende Meetkunde (1 + 1 + à uur). 

1. Van een driehoek ABC is gegeven het hoekpunt A 
door zijne projectie A” op het verticale projectievlak. Het 
hoekpunt A is gelegen in het vlak V, het hoekpunt B in 
het vlak W even hoog boven het horizontale projectievlak 
als A en het hoekpunt C ligt zoowel in V als in W. Het 
vlak van den driehoek staat loodrecht op de vlakken V 
en W, welke gegeven zijn door hunne doorgangen VV,, 
WW, en VV, WW, resp. met het horizontale en met het 
verticale projectievlak. Men vraagt de projectiën van 
dezen driehoek op het horizontale en op het verticale 
projectievlak te construeeren. 

2. Van een vierkant ABCD valt de zijde CD langs de 
lijn RS, gegeven door hare projectie RS’ op het horizon- 
tale projectievlak, terwijl de lijn gelegen is in het vlak H, 
evenwijdig aan het horizontale projectievlak, gegeven door 
zijn doorgang H‚H, met het verticale projectievlak. Het 
hoekpunt A is gelegen op de lijn PQ, gegeven door hare 
projectiën P’Q/ en P/Q”’ op het horizontale en op het ver- 
ticale projectievlak en even ver van het vlak H, als van 
het vlak V, gegeven door zijne doorgangen VV, en VV, 
met het horizontale en met het verticale projectievlak, 

Gevraagd te construeeren de projectiën van het vierkant 
op het horizontale en op het verticale projectievlak. 

3. Van een rechthoekig parallelopipedum ABCDEFGH. 
is het grondvlak een vierkanten gelegen in het vlak V, 


46 


gegeven door zijne doorgangen VV, en VV, met het hori- 
zontale en het verticale projectievlak. EF, gegeven door 
hare projectiën E/F’ en E/F” op het horizontale en op het 
verticale projectievlak, is een der ribben en ABCD het 
grondvlak. Gevraagd de projectiën van dit parallelopipedum 
te construceren, indien gegeven is dat de ribbe CD dichter 
bij den horizontalen doorgang ligt dan de ribbe AB. (De 
ribben, loodrecht op het vlak V zijn AE, BE, CG en DH. 
EF is geconstrueerd evenwijdig aan het vlak V.) 


Mechanica (1 +1 —+ 1 uur). 


1. Een iĳjsschol, gewicht: 20 KG, glijdt over eene lengte 
van 130 Meter langs de helling van een berg (tang. hel- 
lingshoek =%). Zoo de wrijvingscoëfficient bij de beweging 
Js bedraagt, welke snelheid zal dan de ijsschol aan den 
voet der helling hebben verkregen en hoe groot is dan 
haar arbeidsvermogen uitgedrukt in Kilogrammeters? 
g=98 Meter. 

2, Een ladder, lang 6,5 Meter, gewicht 20 KG, staat 
tegen een verticalen muur en steunt aan de onderzijde, 
behalve op den grond, tegen een anderen muur evenwijdig 
aan den eersten en daarvan op 2,5 Meter afstand verwij- 
derd. Op de ladder staat een werkman, wegende 60 KG, 
zijù zwaartepunt bevindt zich op 1 Meter afstand van den 
eerstgenoemden muur. Het zwaartepunt van de ladder 
ligt op # van de lengte, gemeten van af het ondereinde. 
Hoe groot zijn de krachten, die op de ladder werken en 
waardoor deze in evenwicht is? (Behalve de berekening 
wordt ook gevraagd de grootte en de richting der krachten 
door een figuur duidelijk te maken.) 

8. Een metalen kogeltje, gewicht 2 KG, is aan een 
draad van 8 dM lengte opgehangen in een vast punt O0. 
Men houdt aanvankelijk den draad horizontaal gestrekt 
en laat dan het kogeltje los. Men vraagt: 

1°. de spanning in den draad te berekenen, als deze 
een hoek van 60° heeft doorloopen ; 

20, als het kogeltje in het laagste punt van zijn cirkel- 
vormige baan botst tegen een kogeltje van 1 HG en de 
botsing volkomen veerkrachtig is, hoe hoog het eerste 
kogeltje na de botsing dan nog zal stijgen ? 


AT 


Natuurkunde (1 uur). 


Twee gelijke glazen prisma's met als rechte doorsnede 
een geliĳjkbeenige rechthoekige driehoek, worden met de 
hypothenusa-vlakken tegen elkaar geplaatst (zoodat zij dus 
samen een rechthoekig parallelopipedum vormen met qua: 
dratische doorsnede), nadat tusschen die beide vlakken een 
dun laagje water gebracht is. In het vlak der rechte 
doorsnede laat men op het eene prisma een lichtstraal op 
een rechthoeksvlak invallen. ‘Afhankelijk van den hoek, 
waaronder deze straal op dat vlak invalt, is het mogelijk 
dat die straal aan het tegenover liggende zijvlak van het 
parallelopipedum, dus een rechthoeksvlak van het andere 
prisma, uittreedt, of dat dit niet het geval is. 

Men vraagt naar den hoek, waaronder die lichtstraal 
moet invallen, die juist de grens vormt tusschen de ge- 
vallen dat de straal wel, en dat hij niet aan het tegenover- 
liggend zijvlak uittreedt. 

Gegeven: Brekingsindex glas ten opzichte van lucht: $ 

» water ’ ” » ” ER 


RANGSCHIKKINGSONDERZOEK. 
Rekenen ($+ à uur). 

1. Als „ een geheel getal is, zal (n° —1)n? (n? +1) 
deelbaar zijn door 60. Bewijs dat. 

2. Een koopman kocht voor 12000 gulden twee partijen 
koopwaren, tegen 3 gulden en 44 gulden per KG. Van de 
eerste partij verkoopt hij de helft voor f 4 per KG en de 
andere helft zonder winst. De tweede partij verkoopt hij 
met 50 cent verlies per KG. 

Het geheel brengt bij verkoop 13000 gulden op. Hoeveel 
„KG had hij van elke soort? 


sStelkunde met Gonio- en T rigonometrie (l +4 uur). 


1. Een oude Indische opgave luidt aldus: een vader 
sterft en laat zijn erfenis, bestaande uit een partij bananen, 
„na aan zijn vier zonen en aan een aap. In den nacht vóór 
de erfenisverdeeling, staat de oudste zoon heimelijk op, 
verdeelt de partij bananen in vier gelijke deelen, waarbij 
er één banaan overschiet; deze geeft hij aan den aap, 
terwijl hij zich zelf een vierde part toeeigent. Na eenigen 


48 


tijd staat de tweede zoon, onbekend met den handel zijns 
broeders, op. ook hij verdeelt de partij bananen, die hij 
vindt, in vier gelijke deelen, waarbij er wederom een over- 
schiet, die hij den aap toewerpt. Zelf neemt hij een vierde 
part. Desgelijks doen de derde en de vierde zoon, waarbij 
er voor den aap telkens een banaan overschiet. 

Den volgenden morgen verdeelen de broeders, van elkan- 
ders praktijken niet afwetend, de overgebleven bananen 
onder elkander. Ieder krijgt een vierde part, waarbij er 
wederom één banaan overschiet, die de aap krijgt. 

Men vraagt uit hoeveel bananen de erfenis minstens 
heeft bestaan. 

2, Indien Zu=/ad-/ 6, dan is: 

sin? « — COS? a + COS? B — Zos a Cos B COS u. 

Bewijs dit, zoowel door goniometrische herleiding als uit 
de figuur. 

Meetkunde (3 +} uur). 


1. Gegeven zijn eene onbegrensde rechte lijn AB en 
twee punten C en D aan dezelfde zijde der lijn gelegen. 

Bewijs dat het punt van de lijn AB, van waaruit de lijn 
CD onder den grootsten hoek gezien wordt, een van de 
beide punten is, waarin de lijn AB wordt aangeraakt door 
cirkels, die tevens door C en D gaan. 

Construeer ook de beide cirkels. 

2. Van een afgeknotten kegel is de straal van het bo- 
venvlak 2, die van het grondvlak 6 en de hoogte 3 centi- 
meter. Construeer nauwkeurig de figuur, die het ontwikkeld 
rond oppervlak van den afgeknotten kegel aanneemt. 

Als men binnen den afgeknotten kegel een bolsegment 
construeert, ‘dat het rond oppervlak van den afgeknotten 
kegel aanraakt volgens den omtrek van het grondvlak, 
hoe groot is dan het oppervlak en de inhoud van dat 
bolsegment ? 

3. Van viervlak ABCD is gegeven, dat de hoogtelijnen 
uit de drie hoekpunten A, B en C op de overstaande zij- 
vlakken neergelaten, door één punt gaan. 

Bewijs, dat alsdan ook de vierde hoogtelijn door dit 
punt gaat, en bovendien de overstaande ribben twee aan 
twee elkander loodrecht kruisen. 
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